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RESUMO

As principais questfes deste trabaho surgem das minhas experiéncias como professora em
cursos de Licenciatura em Matemética e do meu interesse em pesquisar as relagfes entre a
higdria e o0 endno-gprendizagem da matemética. Por que a incorporacdo da histéria da
matemdtica em cursos de geometria na formacdo de professores? Como utilizar a histéria da
matematica para discutir conhecimentos geométricos e abordagens pedagdgicas para o
endno-gprendizagem da geometria? Traase de um trabaho tedrico, de levantamento
bibliogréfico e organizaciond do materid encontrado em livros de histdria da matemética, e
trabalhos de pesguisa sobre as tradigdes geométricas de algumas civilizacBes e povos, a saber:
China, india, Egito, Babilénia, Indigenas Brasileiros e aguns Povos Africanos. O objetivo é
fazer uma compilacéo e andise desse conhecimento e entéo propor uma forma de trabahar o
conhecimento geométrico na formacdo de professores do ensno fundamentd e médio

tomando como referencia a dimensdo histérica

Pdavras Chave: Educacdo Matemaética, Ensino, Formacdo de Professores, Geometria,
Higtéria da Matemédtica



ABSTRACT

The main questions of this work arise from mine experiences as a teacher of undergraduate
curses for mathematics teachers and of my interest in the reationship between the history and
teeching-learning of mathematics What is the purpose of incorporating the history of the
mathematics in geometry curses for teachers educations? How to use the history of
mathematics to discuss geometric knowledge and pedagogic approaches for the teaching-
learning of geometry? This is a theoricd work that cames from bibliographicd survey and
organization of the materid found in texts of higory of mahematics and researches about
geometric traditions of some civilizations and people, such as: China, India, Egypt, Babylon,
Brazilian Natives and some African people. The main proposd is to redize a compilation and
andyses of such knowledge and then propose how to ded with the geometric knowledge in
the education of eementary and high school teachers using the hitorica dimension

Key-words. Mathematics Education, Teaching, Geometry, History of Mathematics,



Introducao

1. Consideracdes Gerais

Ha mais de quatro mil anos, pessoas de todo 0 mundo estudam, gprendem e usam a
matemética, embora sga relativamente recente que a matemética tenha se transformado em
um assunto de ensno, em muitos paises, para uma grande proporcdo da populacdo. Com o
estabdecimento da educacdo universa, mas atencdo freglentemente tem dSdo dada a
questdes de como, 0 que e porqué ensinar a matemética. Fauvel® afirma que estas so decisdes
politicas, embora sgam influenciadas por uma variedade de fatores que incluem a experiéncia
dos professores, as expectativas de pais e patrdes, e o contexto socia dos debates sobre

conteido e curriculo.

E amplamente reconhecido que a maematica desempenha um paped importante na
formacdo do auno desde o inicio dos Sstemas educacionals, que 0 modo como ea € ensnada
afeta 0 desempenho dos estudantes e que muitos dagueles que vieram a fazer contribuigdes

para 0 desenvolvimento da matemética foram influenciados por aguns dos seus professores.

Com relacdo a dimensio higtéric no ensno da matemética, vaios pesguisadores
consderam que a histéria da matemética como um recurso pedagdgico a ser incorporado ao
trabalho do professor € benéfico e que € importante saber como ela pode ser introduzida em
dgumas atividades de sda de aula, contribuindo para 0 ensino-gprendizagem da matemética

e, como pode facilitar o acance dos objetivos dentro do curriculo de matemética®

Embora a importéncia da dimensdo higdrica no ensno da matemética sga reconhecida é
ainda dificil escolher caminhos didaticos aravés dos quais ta importancia sga explicitada e
gue estga de acordo com as necessidades e limites do contexto. Cautela é compreensivel
porque a introducéo da histéria no ensno sem estes pré-requisitos, pode tornar o programa
mais pesado.* Além disso, sua introducdo exige uma revisdo no conhecimento dos professores

e na suaformagéo.

Consciente da necessdade de reflexdes continuas no que diz respeito a importancia da

educacido maeméica no ensno fundamentd e médio, acreditando que aqueles que participam

! Fauvel, J.; van Maanen, J. p. xvii

2 O termo dimens&o histérica significa usar a histéria da matemética como recurso pedagégico para ensinar
matematica e ndo dar aulas de histéria da matematica.

3Fauvel, J. p. 3; Fasanelli, F. p. 1

4 Furinghetti, F.; Somaglia, A. p. 27
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da formacéo de professores devem propiciar um ambiente no qua todos os assuntos relativos
a0 ensno-agprendizagem da matemédtica sgjam discutidos e estando interessada em encontrar
respostas as questbes relativas a incorporacdo da histéria da geometria no ensno e na
formagéo de professores, resolvi redizar estudos que possam responder a duas indagacoes que
congdero fundamentais:

= Por que a incorporagdo da dimensdo histdrica em cursos de geometria na formagéo
de professores?

= Como utilizar a dimensio higtdrica para discutir conhecimentos geométricos e

abordagens pedagdgicas para 0 ensino-aprendizagem da geometria?

2. A Formacéo de professores

Sempre que me vgo diante das seguintes tarefas. dar aulas para professores-alunos’;
organizar programas de uma disciplina de conteido matemético a ser ministrada para esse
publico; reunir-me com professores-adlunos para discutir questBes relativas a0 ensino-
gorendizagem da matemdica e fazer pexquises reativas a0 ensino-gorendizagem da
matemdtica, nd0 posso deixar de reportar-me a questfes que dizem respeito a0 ensino-
gprendizagem da matemética no ensino fundamental e médio.

Congderando que um dos principais objetivos dos cursos de formacéo de professores de
maemdica € viabilizar a formacdo de profissonais para 0 pleno exercicio da profisséo que
escolheram — ser professor de matemética do ensino fundamental e médio — tais cursos devem
oferecer a individuos em formagdo condigbes para discutirem todos os assuntos
relativos a0 seu trabaho profissond e, portanto, as questbes que dizem respeito a0 ensino-

gorendizagem da matemética no ensino fundamenta e médio.

Quando olhamos para os parametros curriculares nacionails do ensno fundamentd e
médio, vemos que os dois nivels de escolaridade, no que diz respeito a seus objetivos,
incluem a compreensdo de conceitos, procedimentos e edratégias matemdticas, o0
desenvolvimento de capacidades de raciocinio e resolucéo de problemas, de comunicacéo, de
epirito critico e criativo, de abstracdo, de investigacdo, de andise e compreensdo de fatos

mateméticos e da propria realidade.

> A expressdo “professor-aluno” é utilizada neste trabalho sempre que me refiro a0 aluno de licenciatura em
matemética ou ao professor do ensino fundamental e médio em formagdo continuada.

As palavras “professor” e “auno” referem-se ao professor de terceiro grau que trabalha com formacéo de
professores e ao aluno do ensino fundamental e médio, respectivamente.
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Além disso, os PCN's orientam para uma educacdo matemética que conduza a percepcao
da matemdtica como construcdo humana, que desperte o interesse pela redidade de sua
regido, do seu pais e do mundo em gerd; que reconheca a contribuicdo da matemética para a
compreensdo e resolucdo de problemas do homem através dos tempos; que aprecie a beleza
intrinseca da matemética e da presenca dela na arte, nas ciéncias, na tecnologia e na vida, que
desenvolva a capacidade de utilizar a matemética na interpretacdo e intervencdo no red; que
aplique conhecimentos e méodos matemdicos em Stuagbes reais, em especid em outras

&reas do conhecimento e que modele atraves da matemética as Situagies da vidaredl.

Isto mostra que a formacéo do professor de matemética ndo deve se limitar gpenas ao
estudo dos contelidos mateméticos, mas é fundamenta que o professor-aluno tenha um espaco
onde de possa discutir melos que viabilizem um trabalho com seus adunos que considere

orientacoes.

Com relacdo a historia da matemdica como recurso pedagOgico, 0S parametros
curriculares nacionais airmam que da pode oferecer uma importante contribuicdo para o
processo de ensino-gprendizagem da matemética Ao revelar a matemética como uma criagdo
humana, mostrar necessdades e preocupactes de diferentes culturas em diferentes periodos
histéricos, estabelecer comparagfes entre conceitos mateméticos e processos do passado e
presente, 0 professor tem a posshilidade de desenvolver mas favoravelmente ditudes e

vaores para o estudante face ao conhecimento matemético.

Uma educacdo matemética que contribua para a formacdo do cidadd de modo que de
saba utilizar diferentes tecnologias de linguagem e que sga capaz de resolver e propor
problemas deve explorar metodologias que priorizem a criagdo de estratégias, a comprovacao,
a judificativa, a argumentacdo e 0 espirito critico favorecendo a criatividade, o trabaho
coletivo, a inicigtiva pessod e a aitonomia advinda do desenvolvimento da confianga na
prépria capacidade de conhecer e enfrentar desafios.

3. A Pesquisa

Levando em conta todos 0s argumentos, questionamentos e consideragOes colocados, 0
meu interesse em trabadhar com geometria em cursos de formacdo de professores e minhas
preocupacies relativas a0 ensno-gprendizagem da geometria no ensno fundamenta e médio

e naformacdo de professores resolvi assumir astarefas de:
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* Fazer um levantamento em livros de higtéria da matemética e trabahos de pesguisas
sobre as tradigbes geométricas de agumas civilizagbes e povos, a saber: Ching,
india, Egito, Babilonia, os Indigenas Brasileiros e dguns Povos Africancs;

= Fazer um levantamento bibliogréfico de trabahos que tratam da relacdo entre histéria
da matemética e educacdo matematica consderando que esta relacdo permeia todo a
pesquisa que estou desenvolvendo;
com os objetivos especificos de:
» Coletar informagdes sobre a geometria de cada uma dessas civilizagOes e povas,

» Conhecr as andises e reflexbes dos historiadores da matemédica e

etnomateméti cos sobre tais geometrias,

> Refletir sobre como a histéria da matemética pode ser incorporada ao estudo da
geometria;

» Propor formas de trabahar os conhecimentos histdricos e geométricos,

> Refletir quanto a importancia da incorporacdo da dimensdo historica no ensno-

aprendizagem da geometria;

» Oferecer um materid que possa ser utilizado pelos professores e pelos

professores-aunos em sua prética docente.

Acredito que dessa forma estarel respondendo as duas questdes @locadas no inicio deste
capitulo.

Considero que esta pesquisa mais se gproxima da linha de pesquisa reldiva a reacéo entre

histéria da matemética e educacdo matemética proposta no documento®:

* Pesquisas sobre o trabalho com os contelidos especificos da natemética de um curso

de graduacdo, tendo como referencid seu desenvolvimento histérico.

Pretendo contribuir apresentando algumas propostas de como incorporar a histéria da
matemédtica no ensno-agprendizagem da geometria em um curso de formacdo de professores e,
na discussdo dos recursos pedagdgicos que podem ser utilizados para 0 ensino-gprendizagem
da geometria no ensno-fundamenta e médio. Muitas das propostas e consderagbes que

aparecem no trabalho podem ser aplicadas a outras areas do conhecimento matemético.

® Baroni, R. L. S.; Nobre, S. p. 134



4. Os Procedimentos Metodolbégicos

A metodologia utilizada baseourse em estudos de livros, artigos, teses e sites levando
também em consderacdo as experiéncias vivenciadas por mim na minha préatica docente no

ensino de matemética e no trabaho com professores em formac@o e em formacéo continuada

A procura de respodtas as quest@es levantadas neste trabaho iniciou com um levantamento
bibliogréfico. O Mathematical Reviews, os indices da Historia Mathematica e o acervo de

agumas bibliotecas foram o ponto de partida.

Condderando que grande parte do conhecimento geométrico que € trabalhado no ensno
fundamental e médio e nas distiplinas de geometria dos cursos de formagdo tem sua origem

na Antigtiidade, concentrel minhas buscas nesse periodo.

A ldtura dos textos gerais de historia da matemética consultados tornou evidente a relativa
ecassez de informacéo e detalhamento com relacdo a0 conhecimento geométrico anterior a

Grécia Antiga.

Surgiu entdo, de imediato, a inquietacBdo por mas informagbes sobre o conhecimento
geométrico das antigas civilizagbes egipcia, babilénica, hindu e chinesa e dos méodos
utilizados por das.

Levando em conta também que é importante que se conheca as diversas culturas, que se
procure desenvolver nos nossos alunos e professores-aluncs atitudes de respeaito e vaorizagdo
dos costumes de cada povo; que todos 0s povos devem ter espago para Se comunicar e se
desenvolver e a influéncia das vérias etnias na formacdo do povo e da cultura brasileira, néo
poderia deixar de condderar a posshilidade de incluir neste trabadho o conhecimento
geométrico de aguns povos africanos e indigenas brasileiros. Acredito que é possived uma
educacdo matemética que contribua para a formacdo de um individuo que respeite as diversas
culturas e sga consciente da diversdade de costumes e vaores encontrados nos diversos
grupos socials. Essa posshilidade tornourse viavel a patir do levantamento e andise do
material que encontrel sobre estes povos.

Assm, ap0s um contato inicid com dguns trabadhos que tratam do conhecimento
matemético dos africanos e dos indigenas brasileiros e minhas primeiras reflexdes reativas as
questdes que nortelam esta pesquisa, resolvi incluir na bibliografia a ser analisada os trabahos
de Etnomatemética e de Antropologia sobre povos. E importante ressdtar que a escolha
das culturas africanas e dos povos indigenas citados neste trabadho se deu em funcdo do

material encontrado e do fato de ser impossivel abordar todos os povos e culturas.
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Desta forma assumi a tarefa de fazer um levantamento e andise do materid encontrado
sobre a geometria das civilizagbes e povos agui estudados, apresentar sugestdes de como
trabalhar a geometria em um curso de formacéo de professores, discutir como os problemas
geométricos foram tratados por cada um dos povos, que tipo de reflexdes j& foram feitas sobre
ees e como informagBes podem auxiliar na formacdo do professor-auno, tanto em

relacéo ao contelido geométrico quanto a sua prética pedagdgica.
Convem ressaltar que na andise do materia duas posturas foram tomadas.

» Discussio dos métodos utilizados pelos grupos sociais aqui estudados explicitados na
bibliografia consultada.

= Discussio dos possiveis métodos que podem ser utilizados — sempre que um método

néo esta explicitado — a partir das informagdes que consegui sobre 0 assunto.

A segunda postura € mais freqlente com relacdo a0 materid encontrado nos livros de
antropologia nos quais a preocupacdo dos autores ndo era com a geometria, por exemplo, na
descricdo das construcBes das casas de aguns povos indigenas. A riqueza de informagbes
permite que aguém, com o “olha” de matemético, possa encontrar uma grande variedade de

idéias e conceitos a serem explorados. Foi 1ss0 que fiz, em alguns momentos.

Durante a redizacdo deste trabaho tive sempre como eixo norteador a questdo de como o
professor que trabaha na formacdo de professores de matemdtica pode abordar os
conhecimentos geométricos preparando 0 professor-adluno  para trabdhar no  ensno
fundamentad e médio. Assm, o trabalho é dirigido principamente a esses professores que ndo
devem e redtringir, ao incorporarem a dimensdo histérica ao seu trabaho pedagdgico com os
professores-dunos, nem as civilizagbes e grupos sociais nem as épocas agui discutidas, mas

avancar tanto no tempo como na diversidade dos grupos sociais.

A opcéo de ndo incluir a civilizacdo grega neste trabaho deveurse ao fato de que os textos
geras de higtoria da mateméatica consultados trazem um rico materid sobre 0 conhecimento
geométrico dos gregos e que, desta forma os professores podem buscar as informagfes nesses
textos. Considero essenciad que os professores-adunos discutam a importancia e contribuicéo

dos gregos para o desenvolvimento histérico dos conhecimentos geométricos aqui discutidos.



5. Estruturado Trabalho

Ese texto foi dividido em 7 capitulos e contém no find de cada capitulo um indice de

figuras e a bibliografia consultada.

O primeiro capitulo tece consderagdes gerais sobre a relacdo entre a histéria e o ensino-
gorendizagem da matemética ressdltando algumas das razdes do porqué do uso da dimensio
hisgdrica no ensno-aprendizagem da matemética no ensno fundamentd e médio e sobre a
geometria como objeto de ensino antes de tratar das relagbes entre a histéria e o ensino da
geomeria em um curso de formacdo de professores. Procurel mostrar aqui alguns dos

elementos que nortearam minhas reflexdes e propostas discutidas nos demai's capitul os.

N&o é minha intencéo neste capitulo tratar da questdo da inclusdo da disciplina histéria da
matemética o curriculo dos cursos de formacdo de professores e, im, defender a importancia
da histéria da matemdica como recurso pedagdgico e propor adguns modos de como a
dimensdo histérica pode ser incorporada ao trabalho do professor em um curso de formacéo
de professores de matemdtica. Apesar de restringir-me a geometria consdero que muitas das
reflexdes e propostas encontradas neste texto se aplicam a quase todas as disciplinas que
gerdmente fazem parte de um curriculo de licencistura em matemética

Patindo do fato de que o conhecimento matemético se da em um contexto socia, que o
desenvolvimento da matemética e os modos de “fazer maemdicd’ sdo influenciados e
influenciam esse ambiente socio-culturd, 0 segundo capitulo é dedicado a uma breve
apresentacdo das civilizagbes e grupos socias tratados neste trabaho, restrita a época em
gue as idéias e métodos geométricos apresentados nos demais  capitulos se desenvolveram.
Algumas informacBes sobre a quem se destinavam 0 conhecimento geométrico, como se
dava a transmissBo desse conhecimento e para que fins e propdstos, também sdo
discutidas.

As informagBes contidas neste capitulo tém por objetivo oferecer informagdes e referéncias
bibliogréficas sobre estas civilizagbes e povos.

Nos capitulos 3 a7 gpresento aquilo que pude encontrar sobre 0 - conhecimento geométrico
desses povos que aparece nos cursos de formacdo de professores de matemética e que eta
relacionado a contelidos geométricos estudados no ensino fundamenta e médio. A forma de
agrupar os temas e sua exolha se deu naurdmente a medida que a pesquisa foi se
desenvolvendo. Sdlecionel, portanto, os temas que apareciam em destague na bibliografia

consultada. O triangulo, por exemplo, aparece em alguns desses textos inserido na discusséo
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histérica de outros contelidos geométricos como no estudo da pirémide e do teorema de
Pitdgoras. I1sto me levou a levantar a hipotese de que tavez sga uma opcdo pedagdgica
estudar o trigngulo a partir de outros contelidos geométricos e sempre que esse conhecimento

Se torne necessario.

Alguns temas ndo foram tratados por uma questéo de tempo ou por ndo gparecerem na

bibliografia consultada com a mesma relevancia dos escolhidos.

Véarias condderagdes sobre a dimensdo histérica em um curso de formacdo de professores

aparecem nesses capitul os.

O circulo e o0 quadrado sfo duas formas geométricas que aparecem em todas as civilizagOes
asociadas a rituals religiosos, a astronomia, arquitetura ou tecelagem. No capitulo 3 discuto
a vaiedade do conhecimento geométrico que pode ser estudado e desenvolvido a partir da

andise de como formas foram incorporadas a cultura de cada um desses povos.

O capitulo 4 é dedicado a0 estudo do trapézio, de piramides e troncos de piramides e traz
informactes sobre métodos para cacular a &ea do trapézio e o volume de piramides e troncos
de pirdmides. A importancia que os antigos hindus davam ao trapézio isdsceles € ressatada

nesse capitulo.

As informagbes encontradas sobre cilindros, cones, troncos de cones e esferas sfo
discutidas no capitulo 5 Modos de trabalhar esse conhecimento em um curso de formacéo de
professores e a riqueza de questdes relativas a0 ensino da matemdtica que podem ser

levantadas a partir desse estudo aparecem no decorrer do capitulo.

Do mesmo modo que 0s povos desenvolveram sua propria matemética, também
desenvolveram suas tradicBes artisticas e artefatos. O estudo das simetrias, do modo como é
sugerido no capitulo 6, leva em conta os artefatos e tradiches artisticas dos povos agui
estudados.

O teorema de Pitagoras, discutido no capitulo 7, € um dos mas famosos e Uteis da
geometria dementar. Em dgumeas das civilizaghes agqui estudadas gparece as vezes como um
teorema sobre retangulos, outras como um teorema sobre tridngulos retangulos. Métodos

digtintos para demonstré 1o sdo encontrados nestas civilizagOes.
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1. A Dimenséo Historica na Formacéao de Professores

1.1. Introducao

Este capitulo tem como objetivo principa tecer consideracOes sobre a dimensdo historica
em um curso de formacdo de professores e, especiamente, gpresentar algumas judtificativas
do porqué da abordagem histérica e de como inseri-la nas disciplinas responsaveis pelo estudo

da geometria nesses cursos.

Apesar deste trabaho dedicar todo um capitulo a este tema, vérias discussdes sobre o
assunto estardo inseridas nos capitulos que abordam alguns contelidos geométricos discutidos
nos cursos de formacdo de professores. Acredito que a apresentacdo histérica e a discussio
desses contetidos propiciam agumeas reflexdes sobre 0 assunto e fornecem respostas de modo

mais claro as questfes aqui levantadas.

1.2. ConsideracOes sobre o Ensino da Geometria

Antes de andisar a questdo da dimensio historica em um curso de formacéo de professores
€ necessrio que <e reflita sobre a geometria como um objeto de ensino antes de olhar para as

relaches entre histéria da matemética e 0 engno-aprendizagem da geometria.

Por que estudar geometria em um curso de formacdo de professores? Tavez a resposta
mais smples sga porque os futuros professores irdo ensnar geometria no ensno fundamental
e médio. Mas, por que ensnamos geometria no ensno fundamentd e médio? Esa € uma
interrogacdo fundamenta a ser respondida pelos aunos, aunos-professores e professores, que
dedicam grande parte do seu tempo a0 processo de ensino-gprendizagem da geometria, e é

certamente uma questéo que precisa ser discutida nos cursos de formagao.

Os egtudiosos gpontam uma série de razbes para 0 estudo da geometria nos diversos niveis
de ecolaidade. Destacarel aqui algumas delas sem nenhuma pretenséo de agpresentar uma

lista completa

* Ela faz pate de um patriménio culturd que é determinante na organizacdo de nossa
sociedade;

As primeras congrugdes feitas pedo homem na tentativa de abrigar-se e proteger-se do
atague dos animais, e os primeiros instrumentos de caga e pesca inventados por ee podem ter
contribuido para a formacéo de agumas nocdes geométricas.
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Mais tarde, quando o homem fixa-se na terra e passa a ser um homem produtor e néo
gpenas coletor, e comeca: a delimitar porgbes de terra para cultivar, construir habitagtes
com madeira, pedra, etc, criar insrumentos para cultivar a terra e utensilios domégticos. O
homem da forma aos objetos visando sua utilidade e praticidade e para isso utiliza-se do
formato de alguns objetos encontrados na natureza, aperfeicoando-os. Assm, observando e
refinando tais formas para delas fazer 0 melhor uso, 0 homem consegue melhorar seu trabaho
manual e eaborar a nogdo abstrata de forma. A partir desse movimento de observacdo, acéo e
criacdo de formas e relagbes espaciails 0 homem desenvolve modos de interpretar a natureza
Com o0 passr dos stculos 0 homem produtor evoluiu e vamos encontralo lidando com
nogdes geométricas.

Assm, da complexidade crescente das relagbes do homem com a natureza, levando a
descoberta e ap aprimoramento constante de nogcBes geométricas para lidar com tais relacles,
da escola como uma indituicdo que propicia a aquiscdo de conhecimentos, como um local
gue guda o auno a desenvolver seu potenciad, modos de pensar e descobrir caminhos para
transformar a sociedade em que vive, podemos &irmar que a geometria € um componente

importante no curriculo escolar.

= A geometria faz parte da vida cotidiana do duno desde 0 seu nascimento e possui

muitas gplicagbes no mundo red;

Da visito geomérica de mundo congruida historicamente, os conceitos espaciais S0
necessarios para entender, interpretar, apreciar e atuar sobre este mundo. Desta forma, a
geometria € importante para o conhecimento do mundo real, para O processamento e
interpretacéo visudl.

= E um topico para encorgar a resolucdo de problemas e desenvolver agumas

habilidades e competéncias,

A medida que vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da informacgo, as
capacidades de comunicacdo, de resolver problemas, de tomar decisdes, de fazer inferéncias,
de criar, de aperfeicoar conhecimentos e vaores e de trabalhar cooperativamente sdo cada vez
mais exigidas. Encontramos na geometria uma variedade de problemas e de maneras de
resolvé-los que poderiam servir como um dos insrumentos a serem Utilizados na formacéo de

um individuo para que venha responder atais exigéncias da sociedade.

* Esse conhecimento é importante para 0 desenvolvimento cognitivo do auno e do
raciocinio |6gico-dedutivo;
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Para que geometria contribua para 0 desenvolvimento cognitivo do auno, € indispensavel
que o professor estimule os aunos a fazer exploragdes, consirugdes, representacOes, que

possam leva-los a indagar, identificar, redigir e perceber propriedades geométricas.

= E uma forma de representagio de outros conceitos e idéias mateméaticas e € um saber
gue estabel ece conexdes entre os diversos tipos de pensamento mateméti co.

De acordo com Bastos!

S0 inimeros os exemplos, ao longo da histéria do pensamento matemético,
de idéias mateméticas que surgiram de tentativas de resolucéo de problemas
geométricos e de problemas ndo geométricos que se resolvem por métodos
geométricos.

= O trabalho redizado com a geometria pode: favorecer a andise de fatos e de
relagdes, estabelecer ligaghes entre eles, e, a patir dai, deduzir novos fatos e novas
relacfes. Isto pode proporcionar 0 desenvolvimento de um pensamento critico e

autdnomo?.

Sendo o trabalho com a geometria importante € preciso que seu ensno sga vaorizado e
enfocado de maneira adequada no ambito escolar, fato esse que n& ocorre na maioria das
Vezes, pois seu ensno é sempre reegado a um segundo plano em relacéo a aitmética e a
dgebra

Do exposto acima, podemos distinguir dois aspectos principais do ensino-gprendizagem da
geometria. a visdo da geometria como a ciéncia do espago e como uma estrutura logica, onde
ela € o ambiente no qua o gorendiz pode desenvolver suas impressdes sobre a estrutura
mateméatica.

Existemn, ainda, véaios aspectos que justificam o trabaho com a geometria em um curso de

formacdo de professores que séo corroborados por varios pesguisadores:

* O professor-duno ird ensnar ou ensna geometria aos adunos do ensno fundamentd
e médio e, portanto, € preciso que tenha dominio e entendimento de seus conceitos
bésicos, de suas técnicas fundamentais e dos diversos modos de trabahar com a ea

no ensino fundamental e médio;

= E importante que o professor-aduno tenha consciéncia do pape fundamenta da
geometria na formacdo de seus adunos e sua reevancia para 0 desenvolvimento de

outras ciéncias do mundo técnico e socid.

! Bastos, R. p. 2
2 Pavanello, R. M. p. 16
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Consdero que, neste sentido, 0o ensino da geometria deve contribuir para preparar o
individuo de modo que adquira a competéncia matemética adequada a S préprio tornando-o
apto a usar modelos mateméticos com vistas a solucdo de problemas. Além disso, 0 ensino da

geometria deve fomentar o reconhecimento da utilidade da matemética em nossa sociedade.

E necessaio que o professor-auno reflita sobre os méodos utilizados para resolver
problemas geométricos, sua importéncia para as demais &eas da maemética e de outras
ciéncias, e na geracdo dos passos iniciais da atividade cientifica e no desenvolvimento do
pensamento matemético dele préprio e de seus (futuros) adunos do ensno fundamentd e
meédio.

= O futuro professor de matemética deve ter em sua formacdo um espaco onde de
possa discutir os contelidos geométricos trabahados no ensino fundamental e médio

e questdes pedagdgi cas rel ativas ao ensino-gprendizagem de tai's contetidos.

Na préica de ensnar matemética, geramente o professor adota um modelo de ensno que
contém eementos de sua propria experiéncia como estudante. Com esse modelo,
acompanham idéias a respeito: do pape do professor (gerdmente um expositor) e do auno
em sda de aulay do modo como o livro texto pode ser utilizado; dos tipos de problemas
exigentes en uma sda de ada, de aividades a serem desenvolvidas com os dunos e de
avaiagbes a serem gplicadas. Na redidade, cada professor possui um modeo ou uma
caracterizacdo do que € a matemdtica e como esta pode ser aprendida pelos aunos. Sua
experiéncia como estudante se torna determinante nas idéias que ee tem sobre eta disciplina
e este moddlo influi nas decisdes didrias que necessita tomar a respeito de como apresentar 0

conteido e da sua relacdo com o auno em salade aula.3

A exigéncia de um espago onde sgjam discutidas as concepcdes que os aunos-professores
tém dos conteldos geométricos, objetos de estudo no ensno fundamental e médio, que
permita refletir sobre a forma como gprenderam tais contelidos e conhecer outros referenciais
e modos de apresenta-los e discuti-los, gudaria a formar uma concepgdo mais reflexiva e
critica sobre 0 ensno da geometria. Aqui 0 componente histérico gudaria a conhecer a
natureza das idéas geométricas e do seu desenvolvimento, fator este que considero
fundamental na tomada de decisdo quanto ao contelido e a sua forma de apresentacéo pelo
futuro professor em sdade aula.

3 Trigo, L. M. S.p. 421
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= E importante que o professor-aluno entenda o porqué da geometria a ser ensinada aos
dunos do endgno fundamentad e médio; reflita sobre 0 moddo atud de ensno da
geometria e sobre a posshilidade de buscar dgo que tenha como reflexo em sua
edrutura o0 fato de que essa geometria foi condtruida e adeptada a digtintas
agpiraches, dentro de estruturas sociais diferentes. E importante, também que ele
adquira flexibilidade suficiente para adaptar-se as diferentes propostas que venham
surgir deste entendimento e das reflexdes.

A geometria como objeto de ensino surge quando certos grupos de pessoas necesstam de
técnicas mateméticas e a transmissio dedtas técnicas € concentrada em uma ingtituicdo socid,
em um estabelecimento de ensno que tem como principal objetivo desenvolver técnicas de
solugcdo de problemas que surgem do trabaho e da organizacd em sociedade. No entanto, a
geometria como objeto de ensino pode perder sua dependéncia direta dos problemas préticos e
tornar-se um assunto de interesse proprio (como comprovado, por exemplo, por aguns
problemas ndo praticos nos papiros egipcios). Ela também pode ser usada na educacdo néo
diretamente ligada a resolucdo de problemas, como por exemplo, no desenvolvimento de um

pensamento critico-reflexivo e autdnomo do individuo.

O desenvolvimento e diferenciagéo de ingtituigdes parcid e completamente dedicadas a0
endno-gprendizagem da mateméatica e da geometria em especid € um importante processo
histérico®. Nas diversas instituicdes educacionais do passado, objetivos e argumentos para o
ensno da geometria tém sdo muitos e variados e sGo determinantes no modo como os
professores encaram esta discipling, criando uma tradicdo de ensino da geometria que se
reflete nas atitudes dos professores diante de seus aunos e da propria geometria. E importante
gue o professor auno tenha eementos para contestar esta tradicdo e refletir sobre suas

proprias concepgdes e atitudes diante do assunto.

1.3. A Historiada Matematica como Referencial Pedagdgico para

0 Ensino da Geometria

A geometria a se ensnar deve ser principamente, e ao longo de toda escolaridade, aquela
gue nos permite interpretar e intervir N0 espago em que vivemos. Esta inclui a visudizacdo de
objetos, a sua representacdo, a manipulacdo dessas representacOes e a criacd de novos
objetos; inclui, também, a resolucéo de problemas de aplicacdo da geometria as Stuagdes da
vidared, sualigacéo a arte, etc.

4 Bos, H. J. M. & Mehrtens, H. p. 13
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Por outro lado, quando buscamos os modos como a geometria vem sendo ensinada
percebemos que esta durante muito tempo, foi ensnada na escola a partir de uma concepgéo
formaista; seus simbolos e regras eram  apresentados aos dunos de um modo que degtituia de
uas referéncias higdrico-culturails. Uma aura de neutrdidade perpassava os contelidos
mateméticos, transmitindo a idéia de um conhecimento imutével, transcendente ao tempo e ao
€spaco.

Essa concepcdo ainda € encontrada no ambito da sda de aula tanto do ensno fundamental
e médio como nos cursos de bachardado e licenciatura em matemética do pais e também
gparece em boa parte dos livros didaicos. Assm, torna-se cada vez mais longe do auno e do
professor-duno a arte da criacdo matemética e cada vez mas proxima a visso de uma
matemdtica pronta em que O processo de ensno-aprendizagem por ensao e erro, por
experimentacéo fica cada vez mais invisivel. Dessa forma, as aulas de matemédica deixam de
Ser espacos propicios a descobertas e passam a ser ambientes de repeticies. Ndo exigtindo a
preocupacdo em condruir uma sstematizacdo da geometria com base em nocBes primitivas,
empiricamente eaboradas e testadas, ocorre uma agebrizacdo da geometria, distanciando-a
de seu cardter prético e gproximando-a do forma. Essa orientacdo, aliada a0 despreparo dos

professores, contribui para que a geometriando sgaensnada

Segundo  Sebastiani®, no ensno, a matemética ainda continua revestida de verdades
absolutas, universais e atemporais. Para ele, € necess&rio que chegue a escola a concepgéo de
uma matemdica congtruida pelo homem, imperfeita e sem verdades universais e que devemos
mostrar para 0s professores-alunos que a crenca na verdade universal dos conceitos
mateméicos é fruto de uma visio da ciéncia, uma visio evolucionita e eurocentrista desta
ciéncia Ndo exise uma matemdica, mas cada sociedade constrdi a sua mateméatica. Como
estamos mergulhados em uma sociedade que traz em sua bagagem toda ciéncia ocidenta,
com o dogma da verdade absoluta, somos levados a olhar a ciéncia do outro no maximo como

uma fase da evolugéo para atingir 0 Nosso sabe.

No entanto, para chegar a forma a que temos hoje, a matemética levantou hipoteses,
dimentou dlvidas, viveu incetezas, imprecisdes, enfim, cometeu “erros’ e acertos no
movimento de sua congtituicdo como ciéncia. Nao podemos negar aos dunos a oportunidade
de percorrer tais caminhos na busca de conhecimentos, devemos vaorizar todo o “ensaio” na

busca de verdades.

® Sebastiani, E. p. 23
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A Educacéo Matemética vem buscando e propondo, nos dias atuais novas edtratégias para
0 endno-gprendizagem da geometria, com 0 objetivo de democratizar 0 acesso a0 saber.
Diante desta probleméatica, encontramos discussies e pesquisas acerca do uso da histéria da

matemética como um recurso mediador na prética pedagogica.

As pesquisas redizadas por educadores matematicos, psicologos e educadores em gerd
tém impulsonado uma revisio e uma reflex@o acerca dos contelidos a serem ensinados, assim
como discussdes sobre as abordagens didatico-metodologicas a serem  gplicadas pelo
professor em sda de aula Entre abordagens estd a histéria da matemética como

referencid pedagogico para 0 ensno-aprendizagem da matemética.

Quando olho para o trabadho do maeméico e do esudante de matematica —
principdmente em nivel de pos-gradacdo percebo que, em algum momento do trgeto que se
inicia com a escolha de um problema, objeto de sua pesquisa aud, ee utiliza informagdes
higdrices por uma s&ie de motivos descobrir o dgnificado de um determinado termo
matematico; conhecer os trabalhos que estdo relacionados com o problema; obter informactes
sobre os matemédticos que trabaharam ou trabaham no problema ou em problemas correlatos,
conhecer as idéas e métodos utilizados com o objetivo de, com a guda desses

conhecimentos, encontrar caminhos que levem a solugéo do problema

Embora muitos possam fazer isso smplesmente para saberem quem demonstrou o que e
em que ano, busguem uma determinada demonsiracdo que sugira dguma coisa que tavez
possa ser aplicada a0 seu objeto de pesquisa, eic., trabaho este eaborado smplesmente a
partir de uma coletanea de fontes priméarias, de um levantamento dos trabalhos que interessam
e, anda que tais textos sgam trabalhados sem nenhuma percepcéo clara de histéria i.e, sem
tentar encadear as informacBes em um desenvolvimento histérico, o fao € que des extéo
utilizando informagBes histdricas, 0 que vem mostrar uma relacdo entre o fazer do matemético
e a higtdria da matemética.

Por outro lado, quando me volto para a formacdo do professor de metemética néo fica claro
gue os professores tenham consciéncia da contribuicdo que a historia da matematica pode dar
a formacdo, nem que sga uma preocupacdo geral a insercdo de, pelo menos, informagdes
histéricas na apresentacéo dos contelidos mateméti cos nas aulas de matemética.

Encontramos trabalhos sobre a histéria da matematica desde o primeiro periodo aureo dos

gregos. De fato, j& no século IV aC. Eudemo eaborou trés grandes investigagBes historicas:

sobre 0 desenvolvimento da aritmética, da geometria e da astronomia.
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Nobreb, baseando-se nos historiadores contemporaneos, afirma que “Pitégoras haveria tido

interesse pela histdria das ciéncias e também teria produzido algum material sobre 0 assunto”.

Ainda em Nobre? tome conhecimento de que, possvelmente, o Unico texto sobre histéria
da matemética escrito antes da era cristd que chegou até nos foi escrito por Vitruvius, que
textos dos seculos 1V e VI d.C. como a obra de Smplicius contém informagdes historicas, que
textos biogréficos aparecem nos secuos XIV a XVI, e o primeros livros especificos sobre
historia da matematica foram escritos no século XVII, sendo 0 mais famoso o Histoire des

mathématiques de Jean Etienne Montudla.

Arboleda® ressdta que quando se examinam as atividades dos grandes centros mateméticos
do fina do século XIX e do comeco do século XX, pode-se condatar 0 reconhecimento que
s outorga a higtéria da matemética a ponto de, com freqiéncia, funcbes que hoje se
diferenciam como especificamente histdricas, naquelas épocas faziam parte do trabaho
mateméatico. Naguela época 0s matemdticos tinham um grande interesse pela histéria e pré
histéria das teorias dos objetos de suas proprias investigagbes e a pesquisa cientifica em
historia da mateméti ca estabel eceur se indituciona mente.

Assm sendo, por pelo menos vinte e seis séculos estudiosos da matemética ou fildsofos
tém assumido a tarefa da recondtituicdo das idéias mateméticas, com maor ou menor rigor,
ligada mais ou menos a higdria das ciéncias ou das civilizagbes e a outros ramos do

conhecimento.®

A importancia do conhecimento da histéria da matemética ndo se restringe apenas aos
mateméaticos e estudantes de pds-graduacéo que optaram pela carreira de matematico. A tese
de que a higtéria da matemética tem um pape vaioso no ensino-aprendizagem da matemética
€ defendida por muitos mateméticos e educadores que ha muito tempo concordam com o fato
de que a educacdo matemética pode ser melhorada, de dgum modo, com a incorporacéo da
histéria da maemdética. Muitos mateméicos e professores, de diferentes modos e por

diferentes razdes, tém algumas idéas sobre as relagdes entre a matemética e sua histéria

Em decorréncia disso encontramos uma grande variedade de trabalhos que discutem o
pape da historia no ensno da maemédica. Durante a redizacd0 dessa investigacdo encontrel

varias pesguisas ressdtando as potencididades didéicas da histdria da matemdtica e uma

® Nobre, S. p.6

" Nobre, S. p. 31

8 Arboleda, L. C.p 3
® Arboleda, L. C.p3
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convergéncia de opinifes relaivas a forma como a dimensdo histérica pode ser incorporada
a0 ensino da matemética

De acordo com Miguel®,

Quando nos propomos a tarefa de consultar a literatura especializada
sobre a participacdo da histéria no ensino aprendizagem da matemética €
bastante frequiente encontrarmos argumentos reforcadores dessa participacéo
entre mateméticos, historiadores da matemética e educadores mateméticos.

Um dos objetivos desta pesquisa foi conhecer as reflexdes e pontos de vista que sustentam
a discussio acerca do assunto e, a partir disso, fazer uma andlise sobre a relacéo entre a
hisoria e 0 ensno da geometria ampliando assm a compreensdo dos diversos aspectos

envolvidos quando se trata de Historia, Geometria, Educacdo e Formacdo de Professores.

Fauvelll, em seu atigo Using History in Mathematics Education, apresenta diversas
razdes que judificam o “uso” da histdria da matemética no ensino. Destaco neste trabaho
agumas delas por consderar que sGo as que norteiam minhas reflexdes sobre 0 assunto e
sobre a incorporacd de uma abordagem histérica no endgno da geometria. Sdiento que a
forma de apresentacdo ndo dgnifica que exise uma ordem de rdevancia entre as
judtificativas.

= A dimensfo histérica gjuda na organizacdo do curriculo.

Desde as épocas mas antigas, 0s registros escritos de ingtrucbes matematicas incluem
quase sempre problemas para o leitor resolver. A indrucdo matemdica era certamente
consderada uma atividade auto-ingrutiva. Especulagbes sobre a teoria matemética sO véao
gparecer bem mais tarde com o surgimento da ciéncia grega.  Antes disso, 0s registros das
mas antigas civilizagbes babilonica, egipcia, hindu e chinesa revdlan que a matemética
estava gerdmente incorporada a uma lista de problemas  cujo esgquema de solugéo era dado.

Portanto, as mais antigas instrucbes mateméticas diziam respeito a resolucdo de problemas.
Obviamente tais problemas, como fonte primaia de indrucdo, eram cuidadosamente
escolhidos pelos autores tanto por serem Utels quanto por demonstrarem o estado da arte
matematica. A Uutilidade destes problemas era baseada nas necessdades imediatas das
sociedades em questdo e assm, refletiam aspectos da vida didria levando o aduno a conhecer

um pouco do lado humano de seu objeto de estudo.

10 Miguel, A. p. 43
1 Fauvel, J. p. 4



19

Tas coleches de problemas ndo so limitadas as sociedades antigas, mas aparecem

regularmente ao longo da histéria da matemética até a época atud .12

Isto sugere a apresentacdo de alguns topicos do curriculo de matemética e  Sua organizacéo
consderando os problemas que gparecem na historia da matemética e a discussdo de suas
solugdes. Uma grande parte dos contelidos geométricos estudados no ensno fundamenta e
médio podem ser organizados levando em conta tais problemas e 0s contextos socio-culturais

nos quais €l es aparecem.

Veo agui, a higtoria da matemética propiciando uma forte conexdo entre ela e as demais
tendéncias em Educacdo Matemédica. De fato, a utilizacdo de problemas encontrados em
textos histéricos nas aulas de matemética permite que professores e aunos agpliqguem as
técnicas que conhecem para resolvé-los, comparem suas edratégias para soluciona-los com
aquelas encontradas na histdria levando-os, por exemplo, a perceberem as vantagens e
desvantagens da notacdo atua, que é possivdl a utilizacdo dos méodos mais antigos

associados aos hovos recursos tecnol gicos e que isto € bastante enriquecedor.
Para Grugnettil3,

... a atividade de reconhecer e comparar estratégias € um dos aspectos mais
importantes para desenvolver a aprendizagem matematica. Somente quando
0s estudantes se tornam capazes de comparar diferentes estratégias (para
resolver problemas, mas também para provar teoremas) o processo de
generalizacdo pode evoluir.

Condgdero que a utilizacdo da historia da matemética como acabel de explicitar, dém de
auxiliar na gpresentacdo e organizacdo dos topicos do curriculo, mostra a diversdade cultural
do desenvolvimento matemadtico permitindo que 0 mundo e sua higtdria entrem em sda de
aula

Além disso, o professor-auno conhecendo araves da higtéria da matemética as diversas
formas como determinados conceitos foram tratados desde a sua origem em um problema
pratico até sua extensdo tedrica respondendo a problemas intrinsecos a prépria matemética,
tera melhores condigdes de escolher estratégias pedagdgicas para trabadhar tais conceitos com
seus aunos, de entender os diversos modos como seus adunos interagem com esses concetos
e de organizar melhor os conteldos trabahados em sda de aula tendo maior consciéncia do
porqué abordar este ou aquele contetido. 1sto pode propiciar a percepcdo do saber matemético
como um conjunto de conceitos que permite resolver problemas tomando como ponto de

12 Swetz, F. J. p. 201
13 Grugnetti, L. p. 78
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partida agueles apresentados pela higtdria da matematica, do desenvolvimento histérico dos

conceitos mateméticos e dos métodos de resolucéo de problemas.

= A dimensio hisérica mostra aos adunos como os conceitos foram desenvolvidos
gjudando assm sau entendimento.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensgno Médio afirmam que € importante que o
aduno perceba que as definigdes, demongtragbes e encadeamentos conceituals |égicos tém a
funcdo de congtruir novos conceitos e estruturas a partir de outros ja existentes. Além disso,
afirmo que é necess&rio que também o auno perceba e se aproprie das demonstragdes e dos
encadeamentos conceituais [6gicos para validar intuicdes, dar sentido as técnicas associadas a
conhecimentos, gudando a enriquecer 0 universo de experiéncias e conhecimentos que
sarvirdo de base para novas intuigdes quando ele se defrontar com novos problemas. A
dimensdo histérica pode facilitar esta percepcdo e a de que a matemética ndo é uma sequéncia
discreta de capitulos, mas um mover entre diferentes modos de pensar sobre os conceitos
mateméticos.

Grugnettil4 observa que

.. 0 desenvolvimento histérico dos conceitos pode ser considerado como
uma sequéncia de (pelo menos) dois estégios. um estagio intuitivo e um
estdgio maduro;, véarios séculos podem passar entre estes estégios. No
primeiro estégio o foco é smplesmente operacional, o ponto de vista
estrutural ndo é o principal. Do ponto de vista educaciona, uma situacéo
semelhante pode ser indicada: em um primeiro estagio os aunos abordam os
conceitos por intuicdo, sem uma compreensdo completa do assunto. Entéo a
aprendizagem torna-se melhor e melhor até que ela amadurece.

Em gera, os contelidos mateméticos so apresentados aos alunos de modo estanque, como
s os diferentes conceitos sempre tivessem sdo vistos do modo como hoje se consdera
Sabemos que isso estd muito longe da redidade. De fato, cada conceito seguiu um caminho,
as vezes tortuoso e arduo, quase sempre muito rico em experiéncias e idéas para chegar ao
ponto em que hoje se encontra e que também ndo € o seu ponto fina. Se o professor-auno
conhece 0s caminhos seguidos por um determinado conceito, o modo como fol se
desenvolvendo ao longo da historia, os principais pontos de inflexéo, as dividas e questdes
gue gerou e muitas vezes ainda gera, certamente, enriquecera o trabalho em sda de aula e

proporcionard um melhor entendimento ao aluno do seu préprio processo de aquisicdo de um

Novo conceito.

14 Grugnetti, L. p. 85



21

Além disso, 0 estudo histdrico de um determinado conceito matemético propicia ao
estudante um contexto em que colocar esse conceito gudando-o a gpreciar sua importancia
para agqueles grupos socials Nos quals O conceito emergiu, sua importancia interna a prépria
matemdica e a entender mais claramente quando esse conceito € necessaio ou ndo no

discurso matemético.

Segundo Scribal®> a historia da matemética deve, entre outras coisas, gudar a eclarecer e a
tornar o individuo familiarizado com as relacfes que existem entre a estrutura da sociedade de
uma determinada época e as idéas sobre cultura e educacdo que foram desenvolvidas. “Ela
deve nos ensnar a entender, o que, e porque, toda educacdo matemética € também
determinada pelas condi¢cbes da época, deve nos tornar mais desgosos para tentar novos

caminhos, apropriados ao presente”.

= Ajuda a desenvolver uma abordagem multiculturd e como consegientemente

possibilita o resgate daidentidade culturd.

A dimensdo histdrica no estudo da matemdica possbilita a percepcdo de que os
desenvolvimentos mateméticos tomam lugar dentro de um contexto culturd e a compreenséo
de que toda cultura humana pode dar origem a desenvolvimentos mateméticos que sdo agora

patrimonio de todos.16

Mostrar como 0 pensamento matematico e aplicagbes foram desenvolvidos em diferentes
culturas, em resposta as necessidades e pensamentos de diferentes sociedades, ndo apenas nos
torna capazes de entender melhor os conceitos mateméticos, mas também nos encorgia a uma

maior criatividade e confianga no uso de seus varios ramos.

Estudar e entender os métodos que outros grupos desenvolveram em resposta as suas
necessdades pode gudar os estudantes a identificar as caracteristicas particulares dos
meétodos que estdo sendo ensinados a des e mehorar 0 entendimento de um determinado

conceito.

O edudo higtérico permite identificar os fatores culturas que interferiram  no
estabelecimento de uma idéia e no esquecimento, as vezes por séculos, de outra. Também
permite um estudo das aplicagbes préicas nas quas as idéias foram utilizadas, o

entendimento dos modos como essas idéias que foram benéficas para um grupo foram

seribaapud Bos & Mehrtens. p. 9
18 Fauvel, J. & Maanen, J. p. 256
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utilizadas em beneficio de outros, e uma apreciacdo dos modos como vaios assuntos

provocaram mudangas em diferentes culturas.

Essa abordagem multiculturd, viabilizada pelo conhecimento histdrico de um determinado
assunto, permite que o professor conduza seus aunos a uma melhor apreciacdo da riqueza das
idéas que fazem parte da matemdica e a um maor entendimento da contribuicdo dessas
idéias para as mudangas provocadas em sua propria cultura, proporcionando uma maior

consciéncia da contribuicéo feita pelas diferentes culturas.

Esta ampliacéo de perspectivas pode dar um novo impeto aos professores e estudantes que,
andisando as pesquisas dentro de sua prépria cultura e de outras culturas, podem vir a

entender que 0 que é encontrado € parte de uma heranca globa a0 invés de sSmplesmente

regiona ou naciond.1”

Grugneti & Rogersl® condderam que uma aoreciacdo da contribuicdo que o
multiculturdismo tem feito para nossO pensamento e atitudes oferece aos professores uma boa
experiéncia para perceberem como eles podem edender as idéias formadas sobre a
mateméatica dém dos parametros previamente colocados pela cultura e sociedade européas, e

vaorizar outros modos de ver as coisas.

A aceitacdo do multiculturaismo, segundo estes autorest?, sgnificaque

. a histéria pode agora ser usada para transmitir a mensagem que
corresponde a atitude geral de muitos filésofos, escritores e mateméticos por
seculos: que 0 entusiasmo e a criatividade sdo despertados pelo desgo de
conhecer, pensar, explorar e por Ultimo provar, suficientes para mover para 0
proximo desafio matematico, ao inves de um desgo de achar um modo de
elevar seu proprio pais ou cultura, ou seu proprio género ou raca.

E importante que os aunos conhecam e entendam os caminhos nos quais idéias cientificas
mudam através do tempo e como a natureza destas idéias e 0S usos para 0s quais eas s

colocadas sfo afetados pelos contextos socials, moras, espirituais e culturais nos quais sfo

desenvolvidas.20 |s0 permite perceber e explicar o papel socia da matemética

= Conhecer os obstaculos encontrados no passado para desenvolver aguns conceitos,

teorias ou idéas gjuda a entender algumas das dificuldades dos alunos.

Algumas dificuldades dos dunos podem ser comparadas a obstaculos detectados na

higtéria do desenvolvimento de certos conceitos mateméticos, nas ressténcias encontradas na

" Grugnetti, L.; RogersL. p. 46
18 Grugnetti, L.; RogersL. p. 46
19 Grugnetti, L.; RogersL. p. 50
20 Fauvel, J. p. 4
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aplicacéo de aguns métodos e técnicas e nos processos que levaram a superacdo desses
obstaculos. Isto poderia gudar o entendimento das dificuldades dos nossos adunos na
aguisicdo e compreensdo destes conceitos, ha aceitacdo de algumas teorias, na compreensio

de agumas idéas e na aplicaco de aguns métodos.

Assm, o resultado da andise higtdrica de um determinado assunto pode ser usado para
obter informagBes sobre o entendimento matemético dos adunos e para provocar uma reflexéo
do professor-aluno sobre as dificuldades que e, quando estudou o assunto, também teve.
Além disso, permite uma reflexdo sobre 0s processos que o levou a superar dificuldades

€ 0 tempo necessario para isso.

Para Barbin?!, conhecer 0 desenvolvimento histérico da matemética afeta nossa opinido

acerca do tempo que nossos aunos gastam no desenvolvimento e entendimento mateméti co.

= A higdria da matemética pode ser um recurso Util para o entendimento do processo
de formagéo do pensamento matemédtico e para uma reflexdo dos modos de como tais

entendimentos podem ser usados na preparaczo das atividades em sala de aula®.

E neste sentido que, de acordo com Radford®, nas Ultimas décadas aguns educadores

mateméti cos tém recorrido a histéria da matemética
Barbin®* afirmaque

O desafio de uma perspectiva histérica € muito mais de fazer os aunos
melhor compreenderem a atividade matemética que de os interessar por ela.
Hoje, a vontade de interessar parece um pouco abandonada, em beneficio de
uma simples necessidade de motivar. A motivacdo é passageira, o interesse €
duréavel. Um ensino que leva em conta o tempo deve considerar o tempo da
historia.
Grabiner®® considera o conhecimento da histéria da matemética como “essenciad no ensino
e na compreensdo da matemética’. Esse conhecimento guda o professor-aluno a ver como a
matematica se gusta a0 resto do pensamento humano e o entendimento da matemética an seu
contexto histérico guda a compreender a maemdica aud em seu contexto filosofico-

cientifico e socid e ater umamelhor percepcdo do lugar da matemética no mundo.

A higdria da maemética pode auxiliar o professor-aluno a buscar, criar e desenvolver

idéias de como trabadhar Stuacbes em sda de aula que propiciem a matemdtica contribuir

%1 Barhin, E. p. 65

22 Radford, L. p. 143

%3 Radford, L. p. 143

24 Barbin, E. 2000. p. 6-7
25 Grabiner, J. V. p. 3
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para 0 desenvolvimento de processos de pensamento e aquisicdo de atitudes colaborando,
assm, paa formar no auno a cgpacidade de resolver problemas, gerar hébitos de
investigacdo, proporcionar confianca e desprendimento para andisar e enfrentar StuacOes

novas e desenvolver a criatividade.

= A higtdria da matemdica guda a retomar as intuigdes no ensino-gprendizagem da

geometria

Muitas vezes a matemdica é apresentada em sda de aula de um modo forma, semehante
a0 modo como é exposto em um artigo, onde 0S processos intuitivos que levaram a criagéo
matematica ndo sfo explicitados. A énfase é dada ao rigor apesar do mateméico em sua

atividade criadora usar todo tempo aintuicao.

Segundo Poincaré?®, é impossivel estudar os trabalhos de mateméticos sem perceber e sem
diginguir duas tendéncias opodtas, dois tipos de pensamento iguamente necessaios ao
progresso da ciéncia e inteiramente diferentes. um tipo  preocupado, antes de tudo, com a
l6gica e outro que se deixa guiar pela intuicdo. Tais tipos de pensamento sdo percebidos nos
trabahos mateméticos desde agueles feitos na Antiglidade.

Para 0 autor o método escolhido por matemédticos ndo depende do seu objeto de
pexquisa, mas “da sua propria naturezd’, de serem ldgicos ou intuitivos da qua podem se

desvencilhar quando abordam um assunto novo.

Entre os estudantes € possivdl notar as mesmas diferencas. aguns preferem tratar seus

problemas pela “andisg’, outros pela“ geometrid’.

Apesr desta possivd escolha pelos matemdticos ou estudantes no tratamento de um
problema a ldgica e a intuicdo tém cada uma seu papel necessario ao fazer do matemédtico, so
ambas indispensavels. De acordo com Poincaré?’, “a logca, a Unica que pode dar certeza, é o

~ 3

insrumento da demonstracéo: aintui¢do € o insgrumento dainvencéo”.

Sebastiani?® afirma que para acancarmos 0 conhecimento rigoroso, existe um processo que
comega pela intuicdo, depois com o levantamento de hipéteses, a descoberta, e findmente a
vdidacdo.29 Para 0 autor, a intuicdo € téo relevante quanto a légica, e portanto, € tarefa do
educador compreender como eas desempenham papéis diferentes na construcdo do

conhecimento.

25 poincaré, H. p. 13
2" Poincaré, H. p. 22
28 Sebastiani, E. p. 81
29 Sebastiani, E. p. 81
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Barone30 vem ao encontro das colocagles de Poincaré ao afirmar que, 0 processo criaivo
envolve muito mais do que o pensamento l0gico e a cgpacidade anditica: envolve também a
intuicdo. O pensamento l6gico e a capacidade anditica sdo atributos necessarios a um
cientista, mas estéo longe de serem suficientes para o trabaho criativo. Aqueles papites na
ciéncia que conduziram a grandes avangos tecnolégicos ndo foram logicamente derivados de
conhecimento pré-existente: 0s processos criativos em que se baseia o progresso da ciéncia

auam no nivel do subconsciente.

A intuicBdo pode ser definida como um conhecimento claro, direto, imediato da verdade

sem o auxilio do raciocinios!. Ela é o produto daimagem conceitud do individuo.

Para Poincaré®, exislem muitas espécies de intuicio. Para ele, a intuicdo que pode provir
de uma inducdo matemdtica rigorosa difere da intuicdo sensivel, que depende unicamente da

imaginagdo propriamente dita

Fischbein33 divide as intuicbes em dois grandes grupos O das intuicbes primarias
referindo-se aquelas crengas cognitives que se desenvolvem no ser humano, de um modo
natura, antes e independentemente de uma indrucdo Sgeméica, e 0 das intuicOes
secundarias contendo agudas que sio desenvolvidas como resultado de treinamento
intelectud dgteméico. A mente humana submersa no pensamento logico pode eventua mente

desenvolver intuigoes.

No processo de desenvolvimento do pensamento matemético avancado os estudantes
passam de intuigdes primérias, bascadas em sua matemdéica pré-forma, para intuigdes
secundarias @ medida que sua experiéncia cresce. Para Tdl34, o desenvolvimento dessas
intuigdes secundérias deve ser um dos principais objetivos da educacéo matematica.

Bernays®® adverte que a intuicio é algo que o matemético adquire por meio de experiéncias
prévias, i.e., de préticas mateméticas prévias.

As intuicbes geométricas e as evidéncias visuais podem e devem ocupar um lugar nos
raciocinios geométricos. Mas, para redizar tais raciocinios de modo adequado, as intuicBes e

evidéncias devem ser interpretadas de uma maneira mas pragmética, cumprindo o papel

%0 Barone, R.; Silveira, R. S. p. 4

31 Koogan, A.; Houaiss, A. p. 476

32 Poincaré, p. 19

33 Fischbeinapud Tall, D. p. 14

%4 Tdl,D.p. 14

35 Bernaysapud Visokolskis, S. p. 152
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heuritico que, apesar de ndo confirmar de modo concludente os resultados que se tenta

judtificar, serve de grande gpoio instrumental .36

Com relacd ao rigor, Sebastiani®’ afirma que se a matemética for apresentada apenas
como rigorosa ha aplicacd momentdnea de formulas ou esquemas, €a corre 0 risco de
parecer muito artificial. Mas, se a relacdo professor-auno percorre 0 pProcesso intuir-supor-
descobrir-avdiar, entdo o rigor tem sentido. Ele € um critério de certeza que acompanha a
curiosidade e qualifica a descoberta; portanto, motiva e desperta o interesse. Para €le, 0 ensino
da matemdtica ndo deve se restringir smplesmente a gpresentacdo forma de contelidos, nem
e redringir a demonstracéo logica rigorosa. Faz pate do ensno da matematica 0 estudo
higérico. A higtoria permitiria a0 professor-aluno perceber que o rigor em matemética é
variavel com o tempo, que ndo houve uma Unica concepcdo de conhecimento rigoroso e que o

rigor, como um critério para acangarmos a certeza, faz parte da aprendizagem.

Um olhar na histéria da matemética pode levar a percepcdo do vaor das figuras como
recurso utilizado para orientar processos dedutivos, recurso esse que foi sendo diminado
paulatinamente a0 longo da histéria Na matemédtica grega as figuras gparecem agpoiando as
demongtragbes. Nao devemos abrir ma da intuicio e da percepcdo do rea como

representantes de processos de inferéncia em matemética

Levando em conta tas argumentos e admitindo que a intuicdo é ago que 0 matemédtico
adquire das experiéncias prévias (pratica maematica prévid), conddero que quanto mais
nossos aunos experimentarem diferentes métodos de resolucdo de problemas, quanto mais
ricas forem as experiéncias em sda de aula, mais eles poderdo desenvolver sua intuicdo e

estaréo aptos aresolver os mais diversos problemas.
Diante do exposto, podemos concluir que uma abordagem histdrica na educacéo
matematica pode ser eficaz3s:
» Na criacdo de uma abordagem pedagogica para 0 ensno da matemética que leva

em conta o desenvolvimento cognitivo dos duncs,

» No reconhecimento nos modos de agumentar dos estudantes como
correspondendo aos problemas do passado e no encorgiamento das suas respostas

a Stuagdes reais semel hantes aguel as conhecidas da histdria da matemética.

36 visokolskis, S. p. 155
37 Sebastiani, E. p. 82
38 |_akoma, E. p. 77
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1.3.1. Modosdelncorporar aHistériadaMatematica nas Aulas de Geometria

As reflexdes que serdo aqui apresentadas ndo se restringem a0 ensno-aprendizagem da

geometria, mas podem ser gplicadas as diversas areas do conhecimento matemético.

Segundo Schubring® existem duas maneiras principais de abordar a histéria da mateméica
no ensno: adiretae aindireta

A abordagem direta consste na introducdo de elementos histéricos nes sdas de aulas.
Gerdmente propde-s que ido sga feito por meio de dementos biograficos ou do estudo de
textos originas. Para Schubring®, ambas as formas implicam no risco de nd de poder
adcancar objetivos substanciais. Os elementos biogréficos podem se reduzir a agumas
anedotas por ndo ser possivel no ambito das aulas, entrar na verdadeira matemética das épocas
anteriores. A introducdo de textos originais pressupde que o proprio professor e professor-
duno disponham de uma competéncia higtérica e mesmo assm exigtem sérios problemas
didaicos para obter, de fato, éxito na aprendizagem dos adunos. Deve-se levar em conta

também a dificuldade em se obter tais textos originais.

Considero que é durante a formacdo que os professores-dunos devem ser iniciados na

busca e estudo de textos originas.

Uma abordagem indireta é proposta por Migud*' por meio de um estudo histérico-
pedagbgico temdico que € antes de mais nada, um estudo que tende a mostrar como a
higdria pode operar em um nive temaico especifico da maemética na tentativa de revelar
todo 0 seu potencid socio-culturd, humeno e educativo mais amplo. E uma recongtituicio
histérica de um tema ou tépico especifico da matemética que se faz pensando no auno e no
educador matemédtico, isto € uma recondtituicao histérica com fins estritamente pedagdgicos e
gue tenta ilustrar detdhadamente um modo da histéria participar organicamente do ensino-

gprendizagem da matematica.

Schubring®? considera que uma forma mais redista de introduzir a histéria da matemética
no ensino seria estabelecer um papel metodolégico da histéria da matemédtica ra formacdo dos

professores de matemética. Assm diz ele,

a histéria da matemética poderia contribuir para desenvolver um meta-saber
dos professores com a fungdo de melhor orienta-los na organizagdo dos

39 schubring, G. p. 157
40 schubring, G. p. 157
“1 Miguel, A. p.43

42 schubring, G. p. 158
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conteidos para as aulas e na integracdo e interpretacdo das contribuigdes dos
alunos.

Fauvel & van Maaneri® propdem que alguns mateméticos e educadores, por considerarem
a matemdéica intrinsecamente historica, entendem que a agorendizagem de um  assunto
matemético deve envolver sua histéria; e outros véem diversas formas como a histdria da

matemética pode gudar na tarefa do professor e, nado auno.

O modo como a higtéria da mateméatica pode ser usada no ensno-aprendizagem da
matemética, € 0 argumento para sua incorporacéo, pode variar de acordo com o nivel
educaciond da cdasse criangas no ensno fundamentd e estudantes universitarios, por
exemplo, tém diferentes necessdades e posshilidades44 Existem discussdes quanto aos
niveis de ensno em que esta incorporacdo deve ocorrer. GrattanGuiness™, por exemplo,
defende uma histéria contextudizada gpenas para 0 nivel universitario, pois €e consdera essa
abordagem inttil e ineficaz nos nivels dementares porque as criangas tém pouco ou henhum

sentido do progresso histérico.

Exisem doais tipos mais gerais de uso da histéria da matemética na educacéo matemdtica: o

implicito e o explicito.

O professor usar a higtdria implicitamente — para ter idéas e para buscar o entendimento
das atitudes dos aunos e dos seus processos de aguisicdo do conhecimento — dgnifica que o
objetivo ndo € a hisgoria em s, mas um meio de obter sugestdes que definam caminhos para o

ensino, tendo em mente objetivos didéticos.

Se o professor decide introduzir a histéria explicitamente em sda de aula, pode fazé-lo
como parte de uma abordagem globa em termos de uma estratégia didética, ou de um modo
local no contexto gpenas do ensino de um tépico. Ele pode querer dar um contexto cultura ao
conhecimento matemético |localizando-o dentro da histéria da humanidade e dasidéias.

Entre as diversas formas de utilizar a dimensdo higtérica no ensino-aprendizagem da

matemética e na formagao de professores quero destacar o uso de problemas histéricos.

A higtéria da matemédtica contém uma riqueza de materiais que podem ser usados em sda
de aula com o objetivo de ampliar o conhecimento matemético dos aunos e contribuir para
gue as metas e objetivos da educacdo matemética possam ser atingidos. Entre materiais

etd0 os problemas histéricos e 0s méodos utilizados para resolvé-los. Esses problemas

*3 Fauvel , J.; Maanen p. xiii
* Fauvel, J.; Maanen, J. p. 255
45 Grattan-Guiness, |. apud Byers, V. p. 60
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permitennos tocar no passado, mas também ressaltar 0 presente. Questdes que se originaram

hé centenas ou milhares de anos podem ser entendidas e respondidas nas aulas de hoje.46

Um dos modos de utilizar a higtéria da matemética para auxiliar no surgimento de idéas,
ilustrar seu desenvolvimento e chamar a atenc@o dos estudantes é 0 uso de temas baseados em

problemas ao invés da énfase em persondidades.

Esta abordagem néo integra smplesmente a higtéria da matemética no ensno, mas também
equipa os estudantes com diferentes digpogtivos intuitivos e insights € Gtil no crescimento
das habilidades matemédticas dos estudantes; permite que professores e estudantes pensem a
matemética como uma disciplina de reflexdo continua e acéo influenciada por congderacOes,
raciocinios, producdo de conhecimento, intuicdo, experimentacdo e aplicacd a Stuacles
préticas. Ela demonstra que a matemética, como todos 0s outros assuntos que os aunos
edudam na excola, ndo é smplesmente um assunto no qua agprendemos uma Sie de
verdades inquestiondvels e imutdvels. Abre o caminho no qua o estudo da matemética
também contribui para o estudo dos modos como os diferentes povos vém a saber coisas € a
descobrir como novos conhecimentos podem ser usados construtivamente sem descartar ou

depreciar conhecimentos velhos de diferentes épocas e lugares?”.

O uso de problemas histéricos ndo gpenas guda a demonstrar estratégias de resolucéo de

problemas e a agucar as habilidades mateméticas, mas tambént's:

» D& um sentido de continuidade aos assuntos matematicos na €época em que o
mesmo problema ou tipo de problema pode ser encontrado e em diferentes

sociedades e em diversos periodos;

» llugra como a solucdo de um problema se desenvolveu historicamente o modo
como resolvemos o problema hoje pode ser comparado aos processos usados em
outras épocas e em Outros grupos socials,

» Fornece idéas histéricas e culturais dos povos e épocas envolvidas.
O contato que a histéria da matematica nos proporciona com as diversas formas que cada
uma das civilizagbes utilizou para resolver problemas matemédticos consderados por das

sgnificativos, propicia oportunidades para o desenvolvimento de capacidades de resolver

problemas, tomar decisdes, fazer inferéncias e criar — habilidades estas que fazem parte do

6 Setz, F. J. p. 208
47 Grugnetti, L & RogersL. p. 49
8 Swetz, F. J. p. 201-202
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grupo de capacidades a serem desenvolvidas, por exemplo, jA no Ensno Fundamenta e
Médio. 49
Existe um certo consenso entre aqueles que defendem uma abordagem histérica no ensino-

gprendizagem da matemética de que incursdes histéricas baseadas em problemas criados por
Nossos antepassados enriquecem o trabaho em sdlade aula.

Ao trabdhar com problemas que agparecem na histdria da matemédica de diversas
civilizacbes, o professor tem condigbes de propiciar a seus dunos oportunidades para
desenvolver habilidades como: sdecionar e andlisar informagdes, formas e processos de
pensar mateméticos, avdiar limites, posshbilidades e adequacéo das tecnologias em diferentes
Stuacoes.

Atividades sobre resolucdo de problemas de diversos tipos, com o objetivo de eaborar
conjecturas, estimular a busca de regularidades, a generalizacdo de padrdes e a capacidade de
argumentacdo sfo elementos fundamentais para 0 processo de formaizacd do conhecimento

matemético e para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e interpretagdo da
redlidade e de outras &reas do conhecimento.

Por outro lado, no decorrer deste trabalho pude perceber que as atividades sobre resolucéo
de problemas permite lancar m@ de outros recursos da higtéria nas aulas de matemética,

como aguns dos modos propostos por Fauvel®0, a saber:
= Mencionar curiosidades dos mateméticos do passado;
= Dar umaintroducao histérica aos conceitos que sdo hovos para os alunacs,

* Encorgar 0s dunos a entenderem os problemas histéricos para 0s quais 0s conceitos

gue eles estdo aprendendo sdo as respostas,
* Dar aulas de“higtoriada matemética’;
= Desenvolver aulas ou exercicios usando textos matematicos do passado;
= Estabelecer projetos sobre atividades mateméticas locais do passado;
= Usar exemplos criticos do passado parailustrar técnicas ou métodos,

= Explorar concepcbes dternativas do passado para gudar a entender e resolver
dificuldades dos aprendizes de hoje;

49 PCN- Ensino Médio, p. 40 ; PCN-Ensino Fundamental, p. 25
0 Fauvel, J. p. 4
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= Desenvolver uma abordagem pedagdgica para um topico de acordo com seu
desenvolvimento historico;

= Desenvolver a ordem e estrutura dos topicos no curriculo sobre a base das
informagdes higoricas.
Cada um desses modos pode ser incorporado as aividades a serem desenvolvidas pelos

futuros professores.

Em um curso de formacdo de professores consdero que uma distingdo importante deve ser
feita entre usar a histdria da matemdica no ensdno da mateméatica e endnar a higéria da
mateméatica como um assunto. Isto € necessio para ndo gerar dividas entre os professores-
alunos que podem ter recelo de que estd sendo encorgados a ensinar um assunto que ees
pouco conhecem e que nNdo esta no programa, que é a histdria da matemética, quando o que se
busca é explorar os modos de gudar a tornar 0 proprio ensno da matematica mais rico e mais
variado e, de certo modo, efetivo. Dlvidas podem surgir por ndo estar clara esta distingéo
fundamental>1.

E importante que o professor aprenda a histdria da matemética de um modo gue o torne
capaz de utilizar seus recursos no ensno da maemdica e ndo para endnar a histdria da
matemética

1.4. A Histériada Geometria e a Formacao de Professores

Vaios sdo os autores que consderam a figura do professor central, para que as
transformacles que se fazem necessarias na escola e na sociedade ocorram. Ha um consenso
com relac@o a reevancia desse profissona no processo educativo e de seu papel como agente
transformador da redidade. Nesse sentido, o professor precisa refletir sobre a concepgao de
ecola como indituicdo que transmite o conhecimento e como loca que guda o aduno a
desenvolver seu potencid, que ensha a pensar, que guda a descobrir caminhos para

transformar a sociedade em que vive.

Segundo Perez?
€ mais valorizado um trabalhador que tem idéas originais, inovadoras e que
pode auxiliar a resolver situacOes-problema, em oposicdo a quem nunca
demonstrou criatividade em sua atividade. S&0 “mentes criativas’ que
gjudardo a manter a situacdo estave e, se possivel, melhora-la ainda mais.
! Fauvel, J.p. 5

52 Perez, G. p. 267
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Cabe portanto a0 ensno promover o desenvolvimento da criatividade. Preparar os
professores-adunos para assumir ta responsabilidade exige que durante a formagéo a sda de
aula sga um lugar onde os professores-aunos tenham plena liberdade de se expressar, criar,
desenvolver seu raciocinio e sua origindidade, de descobrir por €es mesmos caminhos
diferentes de chegar as respostas e que professores-alunos tomem consciéncia de que
eles sAo os principais congtrutores desse ambiente e 0 duno, um ser Unico, com caracteristicas

proprias que devem ser estimuladas.
Perez>® afirmaque

O professor para conseguir trabalhar dessa maneira deve ter caracteristicas
préprias, ser ele mesmo criativo e ter uma formagdo que lhe dé meios para
trabalhar desta maneira e assumir estes alunos.

A formacéo do professor deve portanto, entre outras, coisas.

= Forma um profissond reflexivo-critico, investigador na sda de aula, e demais
dependéncias da escola, participativo na organizacdo pedagdgica e membro de uma

comunidade socid e educativa

Polettini®* sugere que os programas de formacdo do professor de matemética devem
propiciar oportunidades que levem a refletir sobre as experiéncias (maemédicas e néo-
mateméticas) passadas e presentes, buscar a discusséo do contelido a ser ensinado, de como
lecionar este contelido e do curriculo de forma integrada sempre que possivel; incentivar
trabahos baseados na colaboracd entre os adunos e entre os docentes, propiciar
oportunidades de experiéncias com escolas do ensno fundamentad e médio e aunos 0 mas
cedo possivel; incentivar a discussio de uma visdo de Educacdo Matemdtica, e ndo de Ensino

de Matemética, que deva permear todo o trabaho.

Os futuros professores de matemética devem ser formados para atender a demanda da
sociedade diante do desenvolvimento tecnoldgico e para auxiliar na formacdo dos futuros
profissonais das diferentes &eas ou nas geragdes futuras, a fim de que eles possam se adaptar
a ede desenvolvimento. Eles devem também ser preparados para fornecer aos aunos
contelidos ligados a sua redidade tendo o cuidado na gpresentacdo da linguagem
matemética>

>3 Perez, G. p. 268
>4 Polettini, A. F. F. p. 258
5 Fainguelernt, E. K. p. 60
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No ambiente de sda de aula, os professores-dunos e os aunos devem propor, explorar e
investigar problemas de matemética e para iso, a sda de aula deve propiciar um ambiente de
pesquisa matemética onde a curiosdade e 0 desafio servem de motivacdo intrinseca aos

aunos.

O professor-aluno e o professor devem ser formados para atender a esta demanda. Ele
deixa de ser um detentor do saber e passa a ser um membro integrante dos grupos de trabalho

gue tem mais experiéncia e possibilidade de propor atividades que motivem os aunos.

As pesquisas sobre a agéo dos professores mostram que, em gera, o professor ensna da

maneira como Ihe foi ensinado.>®

Assim, o professor-aluno no seu gorendizado das disciplinas de conteldo matemético no
ensno superior deve ser levado a agir, a investigar, a explorar situacOes e aplicagbes que o
levem a congruir seu préprio conhecimento, assm como ser levado a redizar uma andise

histérica, socioldgica e politica do desenvolvimento de cada disciplina.>’

E importante que os professores-aunos vivenciem experiénciass mateméticas, que levem
aos processos de redescoberta, caracterizadas pela identificagdo de problemas, solucéo desses
problemas, argumentando sobre as solucBes propodtas, tendo possibilidade de refletir sobre
seu fazer matemético para construir o saber matemético.>®

Se desgarmos que o professor do ensno fundamentd e médio se utilize da historia da
matematica como recurso pedagégico, fazse necess&rio que este recurso sga aplicado e

discutido durante sua formagéo.

A higéria da matemdtica, juntamente com as demais tendéncias em educacdo matemdtica
— resolugéo de problemas, modelagem, etnomatemética e informética — € um dos ingrumentos
gue vem tendo destague no movimento de Educacdo Matemética na busca de propostas
didético-pedagdgicas que possam viddlizar a efickda do endno-gprendizagem da
matemética E importante porém, ressdtar que a viabilizagdo, por parte do professor, da
histéria da matemética como instrumento metodoldgico, exige que este, dém de conhecer o
contelldo matematico como objeto de ensno, deve conhecer também a histéria deste
contetido. Isto leva a consideragfes sobre a historia da matemética na formagéo do professor

de matemética.>®

% Fainguelernt, E. K. p. 63
" Fainguelernt, E. K. p. 63
%8 Fainguelernt, E. K. p. 62

%9 Baroni, R. & Nobre, S. p. 130
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Pesquisadores de varias partes do mundo concordam que a higtéria da matemética
desempenha um papel importante no ensino-aprendizagem da matemética, que a histéria e o
ensno da matemdtica estdo de dguma forma relacionados e que uma abordagem histérica
deve ser incorporada a prética docente. Sendo assim, a historia também desempenha um papel
epecidmente importante na formacdo de professores. Portanto, o0 professor de matemética,

em suaformacdo deve estudar a histéria da matemética

Byers?0 considera, porém, a questéo do que devem fazer os professores-dunos com a
histéria que aprenderam nos cursos de formagéo e eu entendo esta pergunta como diretamente

associada a outra: como a histéria da matemética deveria ser trabalhada nestes cursos?

Quando fdamos de uma abordagem histérica em um curso de formagdo de professores

devemos considerar alguns aspectos.

= A importancia da dimensio higtdrica no ensno-aprendizagem dos contelidos

necessarios a esses professores em formacao.

As diretrizes curriculares para 0s cursos de licenciatura propdem que os curriculos de
licenciatura em matemética devem ser elaborados e modo a, entre outras coisas, desenvolver
a habilidade de identificar, formular e resolver problemas e a capacidade de compreender,

criticar e utilizar novas idéas e tecnologias para a resolucéo de problemeas.

Proponho que no estudo dos conteldos matemédticos que fazem parte do curriculo da
licencigtura os professores que minisram as disciplinas que tratam destes contelidos incluam
agpectos relacionados com historia e filosofia e, andisem 0 desenvolvimento histérico do
assunto abordado. Esta andlise pode tazer para sda de aula uma reflexdo sobre os problemas
e métodos de solucdo que estéo relacionados com o tema em estudo e pode sr  um dos
modos de desenvolver tais competéncias. As consideracles feitas no item 1.4 deste capitulo a
respeito da dimensdo histdrica no ensno-aprendizagem da matemédtica devem ser levadas em
conta peos professores que ministram disciplinas de contelido matemético nos cursos de

formacdo e judtificam esta proposta.

Este trabaho apresenta nos capitulos posteriores algumas propostas de como a dimensdo
hisgdrica pode ser utilizada pelos professores como ferramenta pedagdgica no ensino-

aprendizagem do contetido geomeétrico desses cursos de formagéo.

%0 Byers, V. p. 1.
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Um outro aspecto a ser consderado quando tratamos de uma abordagem histérica em um

curso de formacao de professores é

= A importancia do conhecimento da histéria da matemdica na formacdo do futuro
professor e se esse conhecimento deve ser adquirido através de disciplinas de histéria
da matemdtica ou da insercdo do componente histdrico referente ao contetido

matemético que esta sendo desenvolvido em cada disciplina do curso.

Um dos problemas que tem sdo reconhecido a respeito das relacbes entre a historia da
matemdica e o endno-gprendizagem da matemdica € que e requer professores cujo

conhecimento vai dém dos contelidos mateméti cos como objetos de ensino.
Fasandli61 afirmaque

o0 professor que conhece pouco a histéria da matematica esta apto a ensinar
técnicas isoladas, ndo relacionadas nem aos problemas e idéias que as geram
0u aos outros desenvol vimentos que surgiram delas.

Para 0 autor, o conhecimento dos argumentos e divergéncias entre grandes mateméticos
deve induzir um saudavel ceticismo e discussio em sda de alla conduzindo ao firme
entendimento dos conceitos e principios mateméticos. Um dos mais valiosos bens que o
professor pode adquirir do conhecimento da histéria de seu assunto € uma apreciacdo da
influéncia des tradicdes. E importante que o aluno [professor-auno, principdmente] conheca
que muito do que é ensinado hoje como produto acabado foi o resultado de séculos de buscas

ou de ardente controvérsia.62

Consdero que € durante a formacd que os professores-aunos devem adquirir o
conhecimento da histéria da matemética, de como as idéas matematicas se desenvolveram
higoricamente e de como transpor este conhecimento para atividades em sala de aula, atentos
aos obstaculos e caminhos encontrados durante o desenvolvimento histérico destas idéias. 150

levaria os professores em formacao, entre outras coisas, a

» entender melhor as dificuldades de seus dunos. A higtéria da matemética permite
0 levantamento de questBes que possbilitam discutir dgumas dlvidas dos dunos
que 2o fregiientes na construcao pedagdgica de alguns conceitos.®

®1 Fasandlli, F. p. 38
%2 Fasanelli, F. p. 38
%3 Brito, A. & Miorim, M. A. p. 264
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» perceber a importancia de recorrer a0 conhecimerto histérico para identificarem
as dificuldades e encontrarem caminhos que gudariam seus aunos a superarem 0s

obstéculos®*

» sentir necessidade de avadiar os tipos de decisdes a serem tomadas com relacdo
aos modos de como os contelidos mateméticos devem ser trabahados em sda de
aula tomando como referéncia a histéria de como tais contetidos se desenvolveram
em vaias civilizagdes. A higdria € um excdente melo de comecar uma reflexéo

profunda sobre os conte(idos ensinados e programas™;

» perceber que a histéria da matemédtica, como uma ferramenta de ensno pode
gudar o professor a dcancar 0 oObjetivo de ensnar pelo dgnificado e

compreensao®®;

» ver a ligacdo que exise entre a maemdica, a educacd maemdica e as

concepcdes gerais dos povos em cada época e em cada lugar.®’

» ter uma visio da matemédtica como parte da cultura humana e que possam ver a

mateméticaem seu diaadia

Além de dominar episbdios da historia da matemédtica relacionados aquilo que queremaos
tratar em sda de aula, Radford®® levanta duas questes metodoldgicas a serem consideradas
na formacd do professor, as quais conddero que devem permear todo o trabaho

desenvolvido com professores em formagao:
» Especificar 0 que dgnifica um episddio da higdria da maeméica interessante,
como locdizé-lo e extrai-10;
» Como apresentar 0 episodio escolhido aos estudantes. 1sto  exige, segundo
Radford, um trabaho complexo de adaptacdo e manuseio das “pegas’ para que a

histéria possa tornar-se uma ferramenta genuina e Util para promover o ensino-
gprendizagem.

Pesquisas  historico-pedagdgicas tornam mais precisss as semehancas  estruturais  nos

processos da historia e da pedagogia.®® Identificar as condigdes histéricas que deram lugar ao

% Byers, V. p. 1

®5 Jones, P.S.p. 5

® Jones, P.S. p. 2

67 :
Fasandlli, F. p. 30

%8 Radford, L. p. 271

%9 Jones, C. V. p. 42
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desenvolvimento de um determinado conceito, ou a solugdo de um determinado problema

poderia sugerir por anaogia aguelas condigdes que dariam lugar a gprendizagem.

E comumente reconhecido que em matemética (especidmente) ensinamos tomando como
modelo o logico-dedutivo, mas 0 desenvolvimento histérico da matemética ndo é logico.
Estudos histéricos sobre como se da o processo crigivo em matemética mostram uma
variedade de técnicas ndo dedutives — andogias, tentativa e erro, smplificacdo, consderar
casos extremos, esquemas, diagramas e outras técnicas heuridticas entram na matriz dos

processos criativos também.

Quando estudamos o0 desenvolvimento higtérico da matemética, encontramos estes
processos e quando olhamos para a aprendizagem em matemética também o encontramos.
Assm, 0 processo criativo tanto na histéria quanto na aprendizagem compartilham da mesma
edrutura. Além disso, ndo sdo processos lineares e, quando ensinamos, usamos modelos

lineares smples.’0

O conhecimento dessas relagbes, entre processo histdrico e de aprendizagem muda
claramente a relacéo entre professor e aduno. O didogo em sda de aula seria muito mais
centrado no auno porque o professor se tornaria mais um facilitador da aprendizagem do que

umafonte de todo o conhecimento.

= A formacéo de professores deve ser capaz de transformar e melhorar 0 sistema de
crencas e percepgdes dos professores em formagdo acerca da natureza da
matemética, dos objetivos da educacdo e das agbes em sda de aula na esperanca de
que tais mudancas melhorem o comportamento em sda de aula, embora néo se possa
assumir que mudangas nas crengas Seréo hecessariamente traduzidas em mudancas
na prética.

Segundo Philippou & Christou’®, crencas e atitudes s30 organizadas em torno de um objeto
ou Situacdo por experiéncia, predisposicdo a responder de modo favoravel ou ndo. Crencas
S80 proposicies que sd0 aceitas como verdade pelo individuo, elas condituem o
conhecimento subjetivo do individuo sobre s e o ambiente, fisico ou menta. Crencas sfo
pensamentos que dirigem a acdo, mas a experiéncia e reflexdo sobre a agdo podem modificar
as crencas. Atitudes incluem motivacdo, interesse, confianga, perseveranca, vontade para se

arriscar, tolerancia e res sténcia a fechamentos prematuros.

7% Jones, C. V. 42
1 Philippou & Christou, p. 114
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Uma jornada através da higtéria da matemética capacitaria os estudantes a construirem
sgnificados mateméticos e a apoiarem suas novas concepgdes sobre a matemética mudando

Suas crencas e atitudes com relacdo a matemética e seu ensino.

A inclusio da dimensdo historica nos cursos de formacdo daria a oportunidade para o
desenvolvimento do entendimento do que é a matemdica, e pemitiia uma mehor

compreens3o dos conceitos e teorias.’2

De acordo com Barbin’®, a histéria da matemética poderia mudar a percepcio e
entendimento dos professores sobre a matemética, influenciando na maneira como ea é

endnada, e findmente afetando 0 modo de como os estudantes a percebem e entendem.

Um dos meios de mudar as crengas que 0s professores possuem sobre a matemética e sua
prética seria encorgiando-os a pensarem a matematica como sendo um processo continuo de
reflexdo e desenvolvimento, ao invés de encardla como uma estrutura definida, composta de
“verdades’. Pensaxr sobre a matemdica como uma atividade intdectud, a0 invés de um
produto pronto e acabado, significa pensar em problemas a serem resolvidos, na importancia
das conjecturas e no vaor das intuigdes’4 A dimensdo higtdrica pode trazer portanto uma
mudanca na abordagem do professor, sem que necessariamente o0 eemento histérico estgja
explicitamente presente nas aulas. O conhecimento hitérico guda o professor a entender

edtagios na aprendizagem bem como a propor problemas inspirados na histéria.”>

Segundo Trigo’®, os professores de mateméica ensnam esta disciplina de acordo com
certas idéias que dela tém e de como deve ser gprendida pelos estudantes e estas idéias
possuem certa relacdo com os fundamentos ou natureza desta disciplina e sua relacdo com a

gorendizagem.

= A consciéncia histérica leva os professores a mudarem o0 modo como ees pensam

acerca de seus alunos.

As respogtas que os aunos déo aos problemas  historicos tomam um novo caréter quando
elas sGo comparadas com as respostas apresentadas pel 0s mateméti cos atraves dos tempos.
Andises histérico-epistemoldgicas gudam o professor a entender porque os aunos tém

dificuldades para entender e aprender certos conceitos e podem gudéalos tambéem a

2 Barhin, E. p. 63
'3 Barhin, E. p. 63
"4 Barbin, E. p. 64
> Barbin, E. p. 64
" Trigo, L. M. S. p. 419
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desenvolver novas estratégias de ensino.’’” Como consequiéncia, o professor adota uma atitude

construtiva em relacéo aos erros dos aunos.

Alguns professores condderam que a trandformacdo da imagem da matemdica que a
higdria Ihes permitiu ter ndo s6 modificou sua maneira de ensnar, mas também suas relagtes
educacionais. Eles tm os meos para entender os erros de seus dunos, porgue agora
conhecem os obstéculos, mas também, que tanto 0 erro como a hesitagdo ou gproximacdo, so

demonstracBes do pensamento ativo.’8

= Em um curso de formacdo de professores é importante que os aunos conhecam as
interagbes da matemética com outras disciplinas e com outros componentes culturais
e 0 que leva uma determinada cultura a desenvolver técnicas para resolver dguns

problemas.

Os edtudos do processo criativo em matemética revelam uma variedade de técnicas néo
dedutivas — analogias, tentativas e eros, smplificacles, esquemas e digramas, e outras
técnicas heurigticas. Egtes, também, sfo encontrados tanto no desenvolvimento histérico da
matemética, quanto nos estudos sobre como se da a aprendizagem. Assm, segundo Jones’®, o
processo crigtivo em higdria e na aprendizagem compartilha da mesma edrutura: S8o

processos complexos e ndo lineares.

Em um curso de formacdo de professores deve-se criar um ambiente que coloque em
prética métodos e técnicas pedagdgicas que levem 0s dunos a vivenciarem o processo criativo
inerente a matematica levando em conta o nivel de escolaridade do auno. Que futuros
professores tenham uma consciéncia critica e renovadora da relacéo pedagogica tradiciona e

gue sga problematizada e questionada a transmisséo dogméti ca dos saberes mateméticos.

Torna-se necessario, portanto, que as disciplinas do curso de formagdo de professores néo
adotem a postura smplista de apresentar os saberes como redidades abdtratas, que venham a
satisfazer necessidades do campo tedrico, mas nesses cursos, deve-se criar um estado de
animo propicio a producdo das condi¢Bes indispensiveis para (re)criar 0s saberes de base; que
edimulem a participacdo dos aunos mediante uma edtratégia pedagogica em virtude da qud
descubram que novos saberes vém responder perguntas que ees formularam. Aqui a histéria
da matemética pode fornecer fontes de inspiracéo pedagogica e recursos didéticos. A historia
pode contribuir para despertar este estado de animo.

" Barbin, E. p. 64
"8 Barhin, E. p.6
7 Jones, C.V p. 10
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Segundo Arboleda®®, “a histéria é um meio para tomar consciéncia do funcionamento da
investigagdo em matemética’. E edta carecterigtica pode ser utilizada a favor da formagéo

matemética dagueles que ensinardo matemética.
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2. Algumas CivilizagOes e Povos

2.1. Introducao

No capitulol deste trabalho faco agumas consderagbes sobre os diversos usos da

dimensdo histdrica em um curso de formagdo de professores, sua importancia para o ensino-

gorendizagem da matemética, na escolha de edratégias didaicas e na compreensio das

aitudes dos aunos frente ap conhecimento mateméti co.

Condderando que o uso da dimensdo historica exige que o0 conhecimento matemético e os

modos de lidar com este conhecimento ndo sgam visos de forma isolada mas levando em

consideracao as épocas e 0s ambientes sicio-culturais onde foram desenvolvidos e, que,

A maemdica e desenvolve em um contexto socid, € afetada por fatores sociais e

exerce influéncia sobre a sociedade;

A matemética pode ser influenciada pelo edtilo de pensamento de uma cultura e do
periodo e, reciprocamente, pode influenciar o modo gera de pensar dos individuos
desta culturg;

Os aspectos socias podem dar uma melhor compreensdo da forma como os diversos
grupos sociais desenvolveram seu corhecimento matemdtico e da relevancia deste

conhecimento para estes grupos,

A mas Obvia influéncia da matemética em uma sociedade edta relacionada com a
aplicacéo dos métodos matematicos a problemas préticos desta sociedade e que o
vaor deda influéncia pode ser vista na importancia socid dos problemas resolvidos.
Tas problemas, podendo ser de grande dgnificado socia, como o cdculo de
imposto, a construgdo de sSstemas de irrigacdo, dados sobre impacto ambientd,
digribuicio de trabaho, construcdo de depdstos para adimentos, transacOes
comercials, congtrucdo de habitagbes, templos e monumentos em gerd, etc... ou seu
efeito sobre a sociedade, ndo sendo téo evidente como no uso de decoragdes

geométricas nas criagdes artigticas, por exemplo;

E importante conhecer as formas sociais nes quais a matemética se manifesta em um

determinado grupo socid;

No trabadho com a histdria da matemética de um determinado periodo é importante

estar aento a posicdo socid da matemdtica desse periodo, aos modos de
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comunicagdo, a seus objetivos implicitos, aos modos ddes judificarem suas
atividades, €c;

proponho que o0s professores-alunos tenham a oportunidede, em sua formagdo, de
conhecerem e refletirem sobre o ambiente fiSco onde estes povos vivem ou viveram, a
higtéria politica e socid dos diversos povos cujo conhecimento matemético et sendo

estudado, as diversas fontes deste conhecimento e a sua cultura.

Néo € objetivo deste cepitulo fazer um estudo exaustivo da histéria dos povos agui
estudados, mas trazer adguns dados encontrados na hibliografia consultada que considero
relevantes para uma mehor contextuaizacdo e compreensdo dos modos como se desenvolveu

0 conhecimento geométrico destes grupos sociais.

2.2. As origens

A pré-higoria da atividade produtiva do homem, do pensamento e da linguagem comegou
com o0 agparecimento do homo sapiens por volta do ano 50000 aC. e com a formagdo das
sociedades primitivas iniciada nesta época e que durou aproximadamente até o ano 10000 a.C.
Tas homens assemehavam-se, hiologicamente, a0 homem moderno, viviam da caga,
fabricavam e utilizavam insdrumentos e utensilios variados como anzdis, arpdes, arco e flecha,
etc, cozinhavam seus dimentos e, apesar de ndo condruirem casas, exceto dgumas choupanas
amples em regides escassas de abrigos naturals, ndo levavam uma vida inteiramente ndmade.

Além disso, avidagrupa eramais organizada do que nos periodos anteriores.

Historiadores consideram que a espantosa pericia demonstrada na construcdo de armas e
ingrumentos, bem como a técnica dtamente desenvolvida das criagbes artidticas, dificilmente

teriam sdo acangadas sem uma certa divisdo do traba ho.

Com relacdo as idéias sobre mundo, edtas tinham aspectos sobrenaturais, dispensavam
cuidados aos seus mortos e formulavam um complicado Sstema de magia destinada a
aumentar suas provisies de dimentos. Esta magia baseava-se no principio de que a imitacéo

de um resultado desgjado acarretava esse resultado.

Esse homem primitivo, na continua luta com a natureza que o rodeava, obteve sSeus
primeiros conhecimentos mateméaticos e astrondmicos. Descobrimentos arqueol0gicos (armas,
ceramicas, tecidos etc) mostram 0 uso de formas e idéias geométricas na decoracdo e

construcéo de objetos, utensilios domésticos, instrumentaos, criagdes artisticas, etc.

Ap6s um periodo de transi¢do que vai de 10000 a.C. a 5000 aC. quando as populacdes se

tornaram mais sedenté&rias e descobriram novas fontes de dimentos surge uma nova cultura, a
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Neolitica, que se inicia com a mudanca em determinadas regifes da terra, da relacdo do
homem com a natureza e dos homens entre 5. Assim, uma economia que era baseada na caca
e coleta comega a ser subgtituida pela agricultura e criagdo de gado surgindo neste momento a

primeiradiviséo socia do trabaho.

As populagbes, neste periodo, exerciam maior controle sobre o meio ambiente e tinham
menos probabilidade que as anteriores de perecerem devido a mudancas climéticas ou pela
fdta de dimentos Edas vantagens resultaram no desenvolvimento da agricultura e na
domegticacd0 de animais. Enquanto, todas as populagbes anteriores eram coletoras, as
populagdes neoliticas produziam dimentos. O cultivo da terra e a manutencdo de rebanhos e
manadas proporcionavam-lhes fontes muito mais seguras de dimentos e, em certas époces,
garantiam 0 excedente. O desenvolvimento da agricultura criou condicdes para uma vida
sedentéria e possibilitou 0 aumento da popul acéo.

Essa nova cultura também foi importante por ter Sdo a primera a distribuir-se por todo o
mundo. Com relacdo a cultura, estas populagdes criaram a arte de tecer mahas e panos, foram
as primeras a fabricar utensilios de cer@mica e sabiam produzir fogo por atrito; construiam
casas de madeira e de baro secado a0 sol e no find do periodo, descobriram as

possi bilidades do trabalho com metais.

Como uma das conseqiiéncias  do sedentarismo neolitico estd o0 desenvolvimento de
indtituicbes duradouras. a familia, a mais antiga das indtituigdes, gparece com clareza e parece
ter sdo dominada pelo patriarca; ardigido e o estado.

O atesanato e o comécio e com ee o desenvolvimento das forgas produtivas,

possibilitaram e estimularam a formagdo e consolidacdo de conhecimentos cientificos.

As primeiras civilizagbes surgiram entre 3500 e 500 aC. e entre elas estdo a do Egito, da
Mesopotamia, da China e do Vde do Indo. Um dos fatores favoraveis a0 surgimento de
civilizagdes nestas regifes € o ambiente geogréfico favoravel ja que todas surgem em vaes
de rios onde as terras eram facilmente cultivaveis. Portanto, todas estas sociedades s&o0
exemplos de sociedades dtamente dependentes da agricultura, de sistemas de irrigacéo e da

astronomia para os quais a matemética foi desenvolvida

2.3. A Mesopotamia

A cvilizaggo mesopotamica é provavdmente a mas anitiga dvilizagio do mundo,
comegou por volta de 3500 a.C. nos vales dos rios Tigre e Eufrates. No passado foi chamada
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de babilénica ou babilénico-assiria, embora ndo tenha sdo fundada nem pelos babilénios nem
pelos assirios e Sm com o surgimento das cidades-estado sumérias.

A Mesopotamiat, antigo nome grego do atua Irague, é uma faixa de terra de cerca de 1100
km de comprimento formada pelos vaes dos rios Tigre e Eufrates [Figura 3.1]. Séculos de
drenagem dos dois grandes rios, que se originam na parte mais elevada do pais, bem como as

inundagBes anuais, criaram um solo de grande riqueza nas areas em torno dos deltas.

RioTigre

Akshad

Babilénia

/ Suméria
/ Uruk

Rio Eufrates

Figura 3.1

Nos tempos primitivos era possivel plantar mais do que 0 necessario para o consumo di&rio
€ 0 excedente propiciou 0 surgimento da vida urbana. Além disso, havia posshilidade de
pescano mar do golfo pérsico.

As repentinas e violentas mudancas de curso do Tigre e Eufrates tornaram necessaia a
construcdo de canais para desviar a &gua, e de barreiras, 0 que propiciou 0 desenvolvimento
de técnicas para a condrucdo de plataformas de junco e baro sobre as quais foram
congtruidas as primeiras casas. Além disso, as cidades-estado eram cercadas por muros de

argila paraafastar as inundagdes e os inimigos.

Apesar do conhecimento geométrico discutido neste trabalho se restringir ao periodo da
antiga civilizagdo babilbnica, conddero importante que se tenha agum conhecimento dos

periodos anteriores e dos povos que di viveram.

1 A palavra Mesopotamiasignifica“entrerios”.
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Por volta de 3110 aC. ja haviam surgido na Suméria, parte meridiona da Mesopotamia,
dezenas de cidades-estado sendo as mais importantes as de Ur e Lagash. Estas cidades eram
estados independentes cada uma governada por um rel. A maoria de seus habitantes era
agricultores que durante o dia trabdhavam no campo e a noite voltavam para a cidade.
Devido a0 seu conhecimento de irrigacdo, conseguiam fartas colheitas de cereais e de frutos
subtropicais.  Como a terra estava dividida em grandes propriedades que se achavam nas
maos dos governantes, dos sacerdotes e dos oficiais do exército, o trabahador rural ou era um
rendeiro ou um servo. Asim, excedentes de sua colheita eram guardados nos templos e
digribuidos entre as pessoas que ndo se dedicavam a agricultura As cidades Sumérias
chegaram a sr dominadas por seus grandes conjuntos de templos, que funcionavam como
grandes instalagdes de armazenamento a servigo da comunidade. Nestas cidades, distintas das
cidades modernas, ndo se utilizava dinheiro e os elementos de troca eram o proprio trabaho,

comida, roupas e bens.

Os sumérios, em um periodo bem remoto, produziram pequenas figuras a partir de sinetes
clindricos, que eram rolados na agila, e a patir dees desenvolveram figuras smplificadas
(pictogramas) feitas sobre placas de argila com uma vareta de junco, um grande passo em
direcdo a verdadeira escrita. Esse processo desenvolveu para o chamado cuneiforme, que

usava sinais e grupos de sinais para representar sons e silabas. [Figura 3.2

Figura 3.2
Durante os séculos seguintes esta escrita foi tornando-se mais complexa e chegou a ser

utilizada para diversos fins escrever codigos legals, cronicas higtoricas, textos reigiosos e
liter&rios e enviar catas. ESta escrita fortaleceu o0 governo e seus vinculos com as castas

sacerdotals que a principio monopolizavam ainstrugéo.
* Primero Império:

ApGs o periodo sumeriano, devido ao fato da estrutura da cidade-estado ndo mais atender
as exigéncias da economia que necesstava de uma organizacdo que envolvesse uma zona

territorid e os freqUentes combates entre as cidades-estado que ficaram mais complexos com
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utilizacdo de carros de quatro rodas guiados por asnos, comegaram a surgir 0s grandes
impérios.

O primeiro grande império militar — o semitico de Akkad — surgiu com Sargéo, rei de
Akkad, que em 2334 a. C. ja havia conquistado todas as cidades sumérias e estendeu seu
poder até a costa do Mediterréneo. Surge ai 0 primeiro grande império militar- o semitico de
Akkad, que entrou em declinio por volta de 2200 a.C. e foi suplantado por uma revivescéncia
sumeriana liderada pela cidade de Ur.

» Segundo Império:

Um novo império foi estabelecido por volta de 2000 aC. peos amoreus, que
transformaram a Babildénia na capitd e, razdo pela qud, s comumente chamados de
babil6nios. Os babilénios estabeleceram  um estado autocrético e durante o reinado do seu

mais famoso rei, Hamurabi, estenderam seu dominio até a Assiria.

Hamurabi unificou a Mesopotémia e, embora 0 impé&io ndo tivesse uma vida longa, a

cidade da Babilbnia seria, a partir de entéo, o centro smbdlico dos povos semitas do sul.

O Império Bahildnico possuia uma edtrutura adminidtrativa eaborada e um codigo de leis

considerado um dos textos juridicos sobreviventes mais antigo.

Os babilbnios tiveram edtreito contato com os sumérios, foram influenciados por eles, e

com is30, 0 conhecimento cientifico dos sumérios foi preservado.

Nesta época a civilizagd desenvolveu uma politica nacional de lealdade e um pantefo de
deuses. Uma burocracia e um exército profissona passaram a exidtir e uma classe média de

comerciantes e artesaos cresceram entre 0s grupos de camponeses e funcionarios reais.

No find do segundo milénio, a civilizacdo mesopotémica veio abaixo. Todavia, a
Babil6bnia continuou sendo — durante séculos — um  importante centro culturd. Edas
crcunsté@ncias  permitiram que o0s conhecimentos cientificos acangados na Mesopotamia

fossemn transmitidos aos persas, aos fenicios e por Ultimo, aos gregos.

2.3.1. AsFontes

A grande aridez da maior parte da Mesopotamia, assm como a fdta de disponibilidade de
qualquer materid de escrita naturd, levou a criagd de um meio de escrita que resstiu ao

passar do tempo — as tébulas® de argila Assm, a escrita dos babil6nios era feita com o uso de

2 Em geral os textos de histéria da matemética usam a palavra “tablete” quando se referem ao material utilizado
pelos babildnios para escrever. O fato de um dos livros de histéria da matemética utilizar a palavra tébula, ao
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agulhas sobre edtas tdbulas. Milhares delas foram encontradas em escavagOes nos Ultimos
150 anos e um grande nimeros destas tébulas contém problemas e solugcbes mateméticas.
Henry Rawlinson (1810-1895) foi o primero a traduzir a escrita cuneiforme comparando-a
com inscricbes persas babilénicas do rel Dario |, da Pérda (sc. VI aC.) sobre um rochedo
em Behisun (no atud 1rd) descrevendo uma vitdria militar no ano de 1850. A tradicdo escrita
que €eas representam morreu sob 0 dominio grego nos Ultimos séculos aC. e permaneceu
totalmente desconhecida até o seculo X1 X daera Crista

Os primeros textos mateméicos que possuimos hoje procedem de uma das cidades
sumérias, Uruk. Outros provém da época do antigo império babilénico, aproximadamente
entre 1800 e 1530 a.C.

Centenas das tébulas que contém problemas matemédicos e solugbes foram copiadas,
traduzides e explicades. Elas sfo praticamente indedtrutivels, geradmente retangulares mas
ocasondmente redondas. Em gera cabem numa méo, tém cerca de uma polegada de
espessura embora dgumas sgam téo pequenas quanto um sdo posta e outras téo grandes

quanto o volume de uma enciclopédia [Figura 3.3].

Figura 3.3

A grande maioria das tdbulas desenterradas datam da época de Hamurabi, embora uma
pequena colegdo date de um periodo mais recente da civilizacdo mesopotamica, dos séculos

em torno de 1000 a.C. e em torno de 300 a.C.

Edas tdoulas sfo a Unica fonte da mateméica mesopotdmica e 0s conhecimentos
geométricos discutidos neste trabalho associados a civilizacdo mesopotémica referemse a
matemética da Antiga Babilbnia

invés de tablete, fez com que eu procurasse o significado das duas palavras nos dicionarios. Apos esta consulta
cheguei a conclusdo que o termo tabula era o mais adequado e, decidi utiliza-lo neste trabal ho.
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Entre as tédbul as citadas neste trabalho estdo:
= Tabula Tdl Dhibayi

Uma das 500 tébulas encontradas proxima a Bagda por arquedlogos em 1962. Muitas
edavam relacionadas a transag0es comerciais e temas adminigtrativos de uma cidade antiga
gue floresceu na época de Ibdpid 1l de Eshuma e datam de cerca de 1750 a.C. Esta tabula em
particular difere das demais por gpresentar um problema geométrico que pede as dimensdes
de um reténgulo cuja &ea e diagonal sfo conhecidas. A discussdo deste problema pode ser

encontrada no capitulo 7 deste trabalho.
= A Tébula Plimpton 322

Eda tébula esd dojada na Universdade de Columbia O nome e 0 nimero de registiros
dados a tébula deve-se a0 fato dela pertencer a colecéo de G. A. Plimpton. Na época da
aquisicdo, consderou-se tratar de uma tébula do ano de 2250 a.C. encontrada em Senkereh.
Consderada como parte de uma tébula maior, foi traduzida iniciamente por George Plimpton
por volta de 1923 e seu conteldo foi interpretado como sendo registros de transagOes
comerciais. Porém, Neugebauer e Sachs deram uma nova interpretacdo, estabeleceram seu
contelido como uma tabela matemética da antiga Babilénia de uma época entre  1900- 1600
aC., reconhecendo-a como um documento extremamente importante da histéria da
matemética da Antiglidade e como o mas antigo documento preservado sobre teoria dos

nimeros.

A pate conhecida da tdbula Plimpton 322 [Figura 3.4] tem a forma de um retangulo de
aproximadamente 13 cm de largura, 9 cm de dtura e espessura de 3 cm.

Figura3.4

= A tdbula Susa

Descoberta na aua cidade de Shush, na regido Khuzistan do Ird A cidade esta
gproximadamente a 350 km da antiga cidade da Babilénia W. K. Loftus identificou o locd
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como um importante sitio arqueolégico por volta de 1850, mas as escavagbes SO foram
redizadas muito tempo depois. A tébula contém informagdes sobre como cacular o rao de

um circulo circunscrito aum trigngulo isdscdes.

Além do conteldo destas tébulas também s3o discutidos neste trabaho  conteldos
encontrados nas tdbulas BM 85194, BM 96454, YBC 7289 e YBC 7302 , na tébula Smith e
naYaeYBC 72809.

2.3.2. A geometria

Uma grande porcentagem de textos mateméticos da Mesopotamia encontrada nas tabulas
estdo relacionados a questdes hidraulicas como a construcdo de canais e diques, a medicéo de
campos, etc. Isto é razoavel devido ao fato da Mesopotamia possuir um amplo sstema de
irrigacéo artificid. Além disso, é possivel identificar no conhecimento matemético deste povo
o dto nive das técnicas de cdculo provavelmente desenvolvidas para servirem de gpoio a

amplaatividade comercid.

Com relaco ao conhecimento geométrico este revela sua origem prética: juntamente com
o clculo de aeas de campos aparecem cdculos dos rendimentos totais dos terrencs,
dependentes de um rendimento especifico, que € funcdo da quaidade do solo. No caculo de
taludes com perfil trgpezoidd esta também calculado o nimero de trabahadores necessarios
por jornada média de trabalho. Aparecem também cdculos relativos a construcdo de tabiques
com forma de anel, de dicerces de templos, pogos e canais. Exise evidéncia de que os
babilonios estavam familiarizados com regras para cacular &eas de retangulos, tridngulos

reténgulos, tridngulos isoscel es e trgpézios com um lado perpendicular as bases.

Um outro fato importante € que os documentos encortrados e analisados mostram, de
acordo com dguns estudiosos, que a maemdica babilbnica ndo estava Smplesmente
focdlizada em aplicagbes, mas indica um comego de interesse tedrico e um destes exemplos é
atébula Plimpton 322.

De fao, na geometria babilénica, por exemplo, nenhum teorema nem prova explicitos séo
encontrados. Apesar dos problemas geométricos envolverem caculos numéricos € possivel
perceber, dém do interesse tedrico, snais do uso de inter-relacbes entre o que € identificado
hoje como agebra e geometria. Alguns pesquisadores colocam também a possibilidade dos
problemas geométricos encontrados nos textos terem ddo utilizados como um meio de
oferecer exemplos para a aplicacdo de um determinado tipo de problema agébrico, ja que os
maiores sucessos da geometria babilbnica se deram em duas &eas nas quais €es puderam
demonstrar suas habilidades agébricas.



= O teoremade Pitégoras
= A samehancade trigngulos.

Estes traba hos se anteciparam aos trabalhos gregos em mais de 1000 anos.

2.4. 0 Eqito

O Egito esta situado no nordeste da Africa, entre os desertos do Saara e da Nubia E
cortado pelo rio Nilo no sentido sul-norte, formando duas regifes digtintas. 0 vale, edreta
faixa de terra cultivavel, gpertada entre desertos, denominada Alto Egito e o deta, em forma
de leque, com maor extensio de terras aravels, pastos e pantanos, denominada Baixo
Egito.[Figura4.1]

— Baixo Egito
L L ago Faium

Tebas
/
\ Alto Egito
Figura4.1

Como as enchentes do Nilo, ao contr&rio do que ocorria com o Tigre e 0 Eufrates, eram
regulares e previsiveis, 0s egipcios ndo precisavam de trabalhos de recuperacdo de terras.
Além disso, a protecdo naturd dos desertos e das montanhas mantinha este povo em

isolamento, livre de invasdes estrangeiras e vivendo pacificamente,
A agricultura surgiu no vale do Nilo a partir de 6000 a.C. e por volta de 4000 a.C. os
primeiros egipcios s fixaram as magens do Nilo, iniciadlam o cultivo de plantas (trigo,

cevada, linho) e a domesticacdo de animais (bois, porcos e carneros).
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Por volta de 3100 aC. o Egito foi unificado dando inicio ao chamado Antigo Império cuja
capitd Ménfis estava edrategicamente Stuada entre o Alto e o Baixo Egito. Durante este
periodo seis dinastias governaram o pais, cada uma delas encabegcada por uma linhagem de
farads que eram venerados como um deus e considerados um intermediério entre os deuses e
0s mortais. Esde papel nutriu 0 desenvolvimento da monumental arquitetura egipcia incluindo
as piramides, a construcdo de sepulturas reais e de grandes templos como os de Luxor e
Karnak .

O poder absoluto dos farads atingiu 0 auge durante a IV dinagtia cujos farads Quéops,
Quefren e Miguerinos mandaram congtruir enormes piramides na planicies de Gizeh, perto de
Ménfis.

Com o término do Antigo Império, por volta de 2000 aC. segui-se uma fase
intermediaria na qud trés dinagtias governaram o Egito. Apos eda fase, foi ingtaurado o
Meédio Império, com capitdl em Tebas, que durou de 2000 aC. a 1700 aC,
aproximadamente. Considerado um periodo de maior responsabilidade socia. Durante a XI|
dinastia, dém do grande desenvolvimento intelectud redizou obras pulblicas que
beneficiaram toda populagdo, como por exemplo, a construgdo de uma grande represa para
armazenamento das &guas, conhecida como lago Méris ou Faium.

O periodo intermedi&io que se seguiu foi marcado por uma rebelido de camponeses e
ecravos e pela ocupacdo do deta pelos hicsos, povo de origem asidica, iniciando um periodo

gue durou cerca de um século e meio.

O Novo Império teve inicio com a expulsdo dos hicsos por volta de 1580 a.C. e durou até
aproximadamente 1087 a.C.. Neste periodo o pais foi governado por trés dinastias de farads e
a politica dominante ndo era mais pacifica. Foi um periodo de grande expansdo territorid que

chegou aé o rio Eufrates, na Siria.

O Novo Império comega a se desmoronar a partir de uma decadéncia socia com sinais de
desorganizacéo interna e da invasio de béarbaros, e se acelerou com o0 poder crescente dos
sacerdotes. A0 mesmo tempo, 0s proprios egipcios pareciam ter perdido a criaividade. Em
670 aC. o Egito € conquistado pelos assirios, em 662 a.C. readquirem sua independéncia que
leva a0 renascimento cultural, mas em 525 € conquistado pelos persas e em 332 cal nas maos

do exército de Alexandre Magno e a antiga civilizacdo egipcia ndo mais se recupera.



2.4.1. A Escrita egipcia e os escribas

Os egipcios desenvolveram sua primeira forma de escrita no periodo pré-dinastico. Este
sstema conhecido como hieroglifico compunha-se, do mesmo modo da escrita babilénica em
seu comego, de snais pictogréficos para representar objetos. Esse sstema foi evoluindo e no
inicio do Antigo Império compreendia trés tipos de caracteres. pictografico, slébico e
afabético.

Eda esrita foi graduadmente desenvolvida pelos escribas® com a qua marcavam as
sepulturas e templos. Eles se encarregavam de arrecadar os impogtos, dirigiam  gigantescos
exércitos de trabdhadores e desempenhavam trabadhos judiciais. Os escribas utilizavam a
matemédtica para resolver questOes relativas a medicdo de terras, especidmente depois das
continuas e periddicas inundacBes do Nilo, ao caculo de impostos e contribuigdes, ao cdculo
da capacidade dos depdsitos de provisdes, a projecdo de obras arquitetbnicas, etc. Estes
assuntos aparecem Nnos principas papiros matemati cos encontrados.

Além da estrita hieroglifica — considerada sagrada - ées também usavam uma outra escrita

chamada de demdtica.

Jean Champollion foi o principd responsvel pela primeira tradugdo da escrita hieroglifica
no comego do stculo IX. Seu trabalho foi redizado aravés da guda de uma inscricéo
multilinglle — a pedra Roseta — em hierdglifos e grego bem como a escrita demdtica, uma
forma de escrita hieréica do papiro. Na figura 4.2 gparecem nimeros e fragdes escritos tanto

na escrita hierética como na hieroglifica

Figura4.2

2.4.2. AsFontes

O conhecimento que temos hoje da matemética egipcia provém de cinco papiros, dos quas

0S mais importantes sdo: 0 Papiro Matemético Rhind e 0 Papiro Matemético Moscou.. Estes

3 Profissionais da administrac&o do estado pertencentes & sociedade dominante e exploradora.
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dois documentos datam provavelmente do século XVIII aC. mas seu conteldo trata de
documentos anda mais antigos. Além destes papiros, exisem outros como documentos

juridicos, por exemplo, que possuem informagdes sobre a posicéo socia da matemética.
= O Papiro Matematico Rhind ou Papiro Ahmes

O papiro Rhind foi descoberto por volta de 1850, provavelmente nas ruines de uma
pegquena construcdo préxima ao templo mortu&rio de Ramssés || em Tebas. Foi trazido para
Luxor junto com outras antigliidades egipcias por Alexander Henry Rhind. ApGs a morte de
Rhind o papiro foi comprado pelo Museu Briténico em 1865. Hoje e é formado por um rolo
contendo 14 folhas de papiros, com cerca de 40 cm de largura e 23 cm de dtura, coladas em
um de seus lados perfazendo 513 cm de comprimento, mas parece que o rolo origina
continha 20 folhas. [Figura4.3]

Parte do Papiro Rhind
Figura4.3

Também é conhecido como papiro Ahmose ou papiro Ahmes em razéo de ter sido copiado
por volta de 1650 a.C. pelo escriba Ahmose segundo o qual € uma copia de trabalhos mais
antigos. Provavelmente, tratarse de um registro dos conhecimentos de Imhotep, o lendério
fisico e arquiteto da época do farad Djozer da 3. Dinastia. Ele contém 87 problemas e suas

solugdes e € considerado a fonte da matemética egipcia mais compreensiva
= O papiro Maoscou

Condderado 0 segundo papiro matematico mais importante, data do Médio Império e é um
pouco mais antigo que o papiro Rhind. Foi comprado em 1893 por V. S. Golenishchev (-
1947). Um fragmento dele encontra-se bem preservado no Museu de Beas Artes em Moscou

formado por folhas de 8 cm de comprimento por um quarto de dtura. [Figura4.4]
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Parte do Papiro M oscou
Figura4.4

Escrito cerca de 1850 a. C. por um escriba desconhecido, este papiro contém 25 problemas
e nede estdo dois resultados notaveis da matemética egipcia um méodo para cacular o
volume do tronco de piramide e a solugdo para um problema que aguns acreditam tratar-se da

areade um hemisfério.

O dominio grego sobre 0 Egito em séculos proximos ao inicio da era cristd foi responsével
pelo desgparecimento da nativa escrita hierética egipcia No entanto, informagfes sobre o
conhecimento matemético e, sobre a cultura dos antigos egipcios foram resgatados através

destes dois papiros e de centenas de outros preservados devido ao clima seco daregido.

2.4.3. A Geometria

De acordo com Herbdotos' os egipcios foram os primeros entre todos os homens a
descobrirem o ciclo do ano e a dividir em doze periodos 0 curso das estagbes. Atribuiram
trinta dias a cada um dos doze meses e acrescentaram cinco dias a cada ano de modo a

fazerem coincidir o ciclo completo das estagBes com o caendério.

Durante o reinado de Sesodtris, foram congtruidos canais que cortaram o Egito em todos os

sentidos. Além disso,

Esse re dividiu o territério do Egito entre todos os egipcios, dando a cada
um deles um lote quadrado igual de terra e impondo-lhe o pagamento de um
tributo anual. Qualquer homem despojado pelo rio de uma parte de sua terra
poderia ir a Sesddtris e expor-lhe a ocorréncia; entéo o rel mandava homens
seus observar e medir a extensdo do decréscimo da terra para conceder ao
detentor do lote uma reducéo do tributo proporcional a perda. Essa me
parece a origem da geometria, mas tarde levada até Hélade. ..

* Herodotos p. 90
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Na geometria egipcia encontramos problemas de medidas sobre volumes e é&ess das
figuras planas e dos solidos mais familiares que, na sua maoria, foram trabahados pelos
egipcios. Eles cdculavam areas de retangulos, trigngulos e trgpézios isoscees, provavemente
pelo méodo de decomposicéo e recomposicdo de figuras, andogo a0 da geometria chinesa,
como veremos, obtiveram valores gproximados para p, possuiam méodos para cacular o

volume da piramide, do cilindro e talvez a &ea de um hemisfério.
A geometria egipcia estendeu-se no “ projeto” de suas obras de arquitetura.

As Grandes Piramides, congtruidas por volta de 3000 a.C., tinham faces orientadas para os
pontos cardeais. Acreditase que estes pontos serviriam para orientar a longa obra de

edificac@o das pirémides, oferecendo marcos direcionais duradouros.

Além da condtrucdo das piramides, os egipcios congtruiam barcos, barragens e canas.
Durante o reinado de Sesdstres foram congtruidos tantos canais que o Egito ficou privado do

uso de carros e caval os como meios de transporte.

Na época de Quéops foi construida uma estrada de pedra polida sobre as quais foram
gravadas figuras. A construcéo da estrada e dos mmpartimentos subterréneos na colina onde
fica a pirdmide de Quéops duraram cerca de 10 anos. Na construcdo da pirdmide foram gastos
20 anos. Sua base € quadrada e sua dtura é igua ao comprimento dos lados. Toda ela foi feita

com blocos de pedra polida, cujo comprimento néo € inferior a 30 pés.

Também encontramos nas construcbes de edtduas colossals, dos porticos, templos,

oréculos, muralhas e lagos a manifestacéo do conhecimento geométrico dos egipcios.

Uma outra obra arquitetbnica € o Labirinto contendo 12 &trios cobertos, 3000 conjuntos de
aposentos com dois pavimentos, sendo 1500 acima do solo e 1500 subterréneos. Os

subterréneos sdo criptas funerérias dos reis que mandaram construir o Labirinto.
2.5. Civilizacao Chinesa

2.5.1. A China

A agricultura no vae do rio Amarelo comegou por volta de 5000 a.C. e em 3000 aC. ja
exigia nesta regido culturas complexas que, adém das aividades agricolas, usavam o jade e a
madeira na gravura, tinham criagdes do bicho-da-seda e fabricavam vasos cerimonias em
cerdmica. A base da alimentacdo destes grupos era 0 paingo, gréo que se adaptava bem aos

terrenos as vezes aridos do norte.
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A dividade agricola que esteve por muito tempo concentrada no norte da China
possibilitou, por volta de 3000 aC. o avanco cultura da regido, o0 surgimento das primeiras
cidades e fortificaghes e o inicio da escrita pictografica precedente da escrita chinesa aud.
Segundo as lendas, a China foi fundada pelo imperador Huang Di no ano de 2689 a.C. porém,

h& evidéncias da existéncia de uma sociedade anterior no local, a Dinagtia Shang [Figura 5.1

Rio Amarédo

A

A

Dinastia Qin

Dinastia Han

Figura5.1

*= A Dinastia Shang[c. 1700 a.C. — 1122 a.C\]

Os reis Shang acreditavam que podiam falar com seus antepassados escrevendo perguntas
em 0SS egpecias e ndo tomavam decisdes importantes sem a aprovagdo de seus
antepassados. Estes governantes eram muito poderosos e quando um rel morria era enterrado

em tumulos luxuosos com seus escravos e soldados.

No governo Shang foram condruidas fortificacbes e cidades, e ocorreu a unificacdo da
moeda. Neste periodo, pode ter se iniciado o desenvolvimento de uma matemética basica. A
corte Shang possuia escribas e arquividas, e era uma monarquia culta produzindo

provavelmente a primeira cultura letrada a leste da Mesopotamia

A lingua Shang possuia cerca de cinco mil caracteres e sua edrutura € bem semelhante a
do chinés moderno. A escrita foi importante como forga restauradora e estabilizadora que
permitiu unir um pais enorme e diversficado na medida em que o chinés escrito tornou-se a

lingua do governo e da cultura que ultrapassava as divisdes de dideto, religido e regido.



= A DinagtiaZhou [c. 1027a.C. —c. 256 a.C.]

A dinastia Shang foi subgtituida, por volta do comego do primeiro milénio antes de Cristo
pela dinasia Zhou — uma tribo do oeste do vale — que se dissolveu devido a numerosas

guerras com estados feudais. Esta dinagtiafoi a mais duradoura da Antiga China.

Sob o0 dominio Zhou, muitas das edruturas governamentals e socias ja exigentes no
periodo Shang foram preservadas e aperfeicoadas. Gs rituais funebres, a técnica de trabahar o

bronze e as artes decorativas permaneceram praticamente inalteradas.

No século VI aC. ocorreu um grande florescimento intelectua, no qua o mais famoso dos
filosofos foi Confacio. Academias de edtudiosos foram encontradas em varios estados.
Egtudiosos individuais eram  contratados por outros senhores feudais como seus conselheiros
na época do crescimento tecnolégico provocado pela entrada do ferro, provavelmente em uso
por volta de 500 a.C. nafabricacéo de utensilios e, posteriormente, de armas.

O periodo feudal terminou com a absorcéo dos estados mais fracos pelos mais fortes, aé
gue a China foi unificada na éoca do imperador Ch'in Shi Huangdi em 221 aC. de quem o
pais herdou seu nome. Sob sua lideranca a China foi trandformada no mas dto estado
burocrético centralizado. Ele adotou um codigo legd severo, proibiu os costumes locals,
unificou a moeda, exigiu a padronizacdo dos pesos, medidas e da escrita. Lendas sustentam
gue este imperador ordenou a queima de todos os livros do periodo anterior para acabar com a
divergéncia de opinides e interesses, mas existe dguma razéo para duvidar da aplicacdo deste
decreto.

Para defender-se dos invasores nOmades Ch'in Shi Huangdi  congruiu uma murdha
continua, de terra batida, de mais de 1600 km de comprimento — a Grande Murdha da China
que foi terminada durante a Dinastia Qin.

O periodo Zhou chegou ao fim pouco depois da morte do imperador Ch'in Shi Huangdi a

partir de umarebelido e que causou 0 massacre de toda familiaimperid.
*= A DinastiaHan [203 a.C. —220d.C.]

A Dinagia Han surge com a derrota da Dinadgtia Qin, durante a qua a China viveu um
periodo de intensa guerra civil. que durou cerca de 400 anos. Logo no comego da Dinadtia
Han os impostos foram reduzidos, terras foram entregues aos camponeses e foi gprovada uma
s&rie de medidas para favorecer a prosperidade. Neste periodo a China expandiu seu Império e

desenvolveu o0 comércio da seda com a Europa.
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Além disso, 0 edabdecimento de um governo centrdizado e de uma administracéo
publica para lidar com uma populacdo de gproximadamente seis milhdes de pessoas exigia, 0
pagamento de impostos feitos com dinheiro ou aravés da prestacdo de servico obrigatorio -
cada cidadéo era obrigado a trabahar para 0 governo cerca de um més por ano em rodovias,
canais, paéacios, etc. ou agumas vezes prestar servico militar — e, necessitava de um sistema

educaciond.

Com o crescimento da capacidade produtiva houve um rgpido desenvolvimento em vérias
&ress da ciéncia e tecnologia provocando o desenvolvimento da matemética. Por exemplo, a
producdo agricola exigia previsdes mais precisas das estacfes e isto levou a construcdo de
caendarios e ao estudo da astronomia

2.5.2. O conhecimento matematico e asfontes

Exigem dgumas informacbes sobre o conhecimento matemético na segunda metade do
segundo milénio aC e estes est?b relacionados com calendarios  dtamente desenvolvidos. E
da sociedade que vivia 14, a Dinastia Shang, que o “ordculo dos 0ssos’ pertence, curioso
pedaco de 0sso inscrito com uma escrita muito antiga que foi usada para adivinhacdo pelos
sacerdotes do periodo. Os 0ssos sG0 as fontes do conhecimento do mais antigo sSistema de

numeracdo chinés.

Na dinastia Han completorse 0 estabeecimento de uma administracdo publica treinada
para 0 qua um sistema educaciona era necessario. Entre os textos usados para a educacéo e
treinamento de civis durante esta dinastia etdo dois trabalhos mateméticos, provavelmente
compostos antes da dinastia Han, 0 Zhoubi suanjing e o Jiuzhang suanshu. E impossivel datar
exatamente as primeras descobertas mateméticas contidas nestes textos, mas  existem
registros fragmentados de fontes mais antigas andogas ao Jiuzhang suanshu, o0 que leva a
consderar a possibilidade de que dgum materia contido no Jiuzhang suanshu sgja do periodo
Zhou.

= O Zhoubi suanjing [A Aritmética Classca do Gnomon e os Caminhos

Circulares do Paraiso]

Também conhecido na literatura como Chou-pel, Chou-pi e Chou-pei Suan King, o Zhoubi
suanjing, € 0 mais antigo trabalho escrito chinés sobre a matemdica que sobreviveu até

nossos dias e € também um livro de astronomia. [Figura5.2]
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Figura5.2

A mais antiga edicdo do Zhoubi suanjing é posterior a 1213 d. C. e esta agora guardada na
biblioteca Shanghai. Existe também, uma edicdo publicada por Zha Kame do find da
dinastia Ming [1366-1644 d.C.] e a edicdo de Dai Zhen do comego da dinastia Qing [1644-
1911 d.C.]. As edicOes atuais sG0 baseadas nessas trés.

A edicdo do Zhoubi Suanjing que sobreviveu foi comentada pr muitos mateméticos dos
periodos Han e Tong; data aproximadamente do primeiro século antes de Cristo. O autor €

desconhecido e € uma fonte para 0 entendimento da antiga matemética e astronomia chinesas.

Embora ndo se saiba exatamente a que época pertenca, € possivel dizer que €le € 0
resultado do acimulo gradua dos conhecimentos cientificos necess&ios a astronomia
desenvolvida entre os periodos Zhou e Han e que 0 texto passou por uma mudanca

ggnificativa desde que fol escrito pela primeiravez.

Apesar do Zhoubi suajing conter conhecimentos mateméticos bastante avancados, seu
principd objetivo era gpresentar 0 conhecimento adquirido no estudo da astronomia e, sendo
assim, ndo é um trabaho especificamente matemético. Ele € na redidade, um livro conmpleto
sobre cosmologia, com deducbes dependentes mais dos cdculos do que do misticismo,
embora, em dguns didogos, pecebase uma midura de midicismo, astronomia e
mensuracéo. Seu contelido esta relacionado com cadend&ios e com problemas de caculos
com sombras. Os autores ja usavam um tipo de numeracéo decima e conheciam como somar,
subtrair, multiplicar e dividir fragbes e como extrair a raiz quadrada de quaquer niUmero. Eles

também conheciam o Teorema de Pitégoras para os tridngulos (3, 4, 5) e (6, 8, 10); usavam o
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vaor 3 para arazéo entre a circunferéncia e o diédmetro do circulo e sabiam como trabahar

com semelhanca de triangul os reténgul os.
= O Jiuzhang suanshu (Os Nove Capitulosda Arte M atemética)

O mais antigo trabaho escrito especifico de matematica na China que sobrevive até hoje €
0 Jiuzhang suanshu. Egte trabalho também é conhecido na literatura pelos nomes Chiu-chang
suan shu, K'iu-ch'ang Suan Shu e é condderado o trabaho representativo  do
desenvolvimento da antiga matemética chinesa das dinagtias Zhou e Qin até a dinastia Han,
foi uma influéncia extremamente importante nos desenvolvimentos pogteriores da matemética
chinesa e, de acordo com adguns estudiosos, foi, de fato, a base deste desenvolvimento. Ele é

considerado um cléssico da matemética da antiga China.

Figura5.3

O Jiuzhang suanshu foi composto na forma de perguntas e respostas, contém 246
problemas divididos em nove capitulos e possui uma edrutura diddica que basicamente
envolve a gpresentacd0 de um ou mais problemas que sfo resolvidos usando agum método
particular cuja abordagem € essencidmente indutiva Em outros momentos, os problemas so
usados como exemplos apds o entendimento de um determinado assunto, e, em um terceiro

momento, 0 méodo de solugdo é utilizado para resolver problemas préaticos.

Esda forma  “problema « solucdo” exerceu uma forte influencia nos trabaho

matemati cos chineses posteriores.
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O Jiuzhang suanshu tornou-se, na tradicdo chinesa, referéncia obrigatoria, o classco dos

cléssicos e provave mente fosse destinado aos contadores da administracdo Han.

Do terceiro ao sexto século a matemédtica chinesa entrou em sua fase tedrica. Pela primeira
vez, parece, foi dada importancia a provas e passaram a registra-las por escrito. No find do
terceiro séeulo Liu Hui obteve vaores mais precisos para p €, 0 volume da esfera usando o
principio de Cavdieri e o volume da piramide foi cdculado usando quantidades infinitamente

pequenas. Tudo isto é encontrado nos diversos comentérios do Jiuzhang suanshu.

Durante as dinastias Sui (518-617) e Tang (618-907) a matematica passou a ser ensinada
oficidmente, baseada em um conjunto de livros antigos e contemporaneos. Egtes livros

induiam o Zhoubi suanjing e o Jiuzhang suanshu.

Os contetidos do Jiuzhang suanshu estéo diretamente relacionados com problemas da vida
red e refletem a sabedoria e habilidades das pessoas da antiga China. Estes contelidos estéo
digribuidos em nove capitulos e cada capitulo € associado a um nome que, de aguma forma

indica o temaou temas tratados.

Capitulo 1: Fang-tian (medida de campos): O tema centra € o cdculo de areas de terras

cultivadas. Esta relacionado a agrimensura e possui regras corretas para cacular a &ea do

tridngulo, do trapézio e do circulo (%C%d e %Cd), como também, gproximacdes para a

&rea do circulo (% d> e écz), onde p é tomado como 3. Além disso, este capitulo contém

uma discussdo detalhada de ca culos com fragOes.

Capitulo 22 Su-mi (cereais): Discute vaios problemas reativos a porcentagens e

proporcdes. Em particular, trata de proporcdes rel acionadas a trocas de cereals.

Capitulo 3: Shuai-fen ou Cui fén (Digtribuicdo por proporcéo): Discute problemas sobre
distribuicoes proporcionais. Relacionado aregras de sociedade e regra de trés.

Capitulo 4. Shao-guang (caculando comprimentos) relacionado a encontrar lados de
figuras incluindo raizes quadradas e clbicas. Shao guang significa, dada a &ea ou volume,
achar o comprimento de um lado. Neste capitulo, os métodos para calcular raizes quadradas e
cUbicas sdo explicados.

Capitulo 5: Shang gong (Consultando construgdes) Trata de vérios tipos de caculos para

congtrugdes. E principalmente sobre o céculo de volumes de vérios solidos.
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Capitulo 6: Jun shu, ou Kin-shu (taxas justas) € sobre como distribuir cereais e a prestagéo
de servico obrigatério do melhor modo de acordo com o tamanho da populacdo e as

digéncias entre os lugares.

Capitulo 7: Ying-pu-tsu, ou Ying-nu ou Ying bu zu (excesso e fata) Sobre o uso do método
dafalsaposcéo pararesolver dguns problemas

Capitulo 8. Fang ch’eng (Equacéon): Sobre equagdes. Discute problemas de equacOes
lineares smultneas, com dguma idéa de determinantes, o conceito de nUmeros positivos e

negativos e métodos de adicéo e subtracdo de nimeros positivos e negativos.

Capitulo 9: Gou-gu (tridngulo retangulo): discute o Teorema Gougu ou Teorema de
Pitégoras e problemas sobre semelhancga de tridngul os retangul os.

2.6. A India

2.6.1. A Civilizacdo Harappa

Por volta do quarto milénio aC. s formou pea primeira vez no territorio indiano uma
sociedade de classes, locdizada exatamente no vae do Indo e dStuada a noroeste. A
agricultura nesta regiéo foi favorecida e o vale deu lugar a0 nascimento de uma das primeiras
civilizagdes, a antiga india héa aproximadamente 2500 aC. E dedta civilizagio a prova mais
antiga de ceramica feta em uma roda A evidéncias do surgimento de uma cvilizagdo na
india, por volta de 2500 a.C. foram fornecidas pela descoberta das ruinas de duas cidades da

regido: Mohenjo-Daro e Harappa, cidades-estado mais importantes deste periodo.

'/ Harappa
X Rio Ganges
o Mohenjo-Daro
s RioIndo

Figura 6.1
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Uma das invengdes desta civilizacdo pode ter sdo a fabricacdo de tijolos cozidos, materia
que utilizavam na condrucdo das cidades e que também podia ser utilizado na construgéo de

represas, gaerias e canas.

Eda civilizacdo era bastante culta, sua escrita pictogréfica pode ser encontrada em varios
sdos provavemente usados na marcacdo de fardos de mercadorias e em fragmentos de
ceramica. Além disso, € possivel que tenha havido a padronizacdo de pesos e medidas e a
construcdo de grandes celeiros publicos.

N&o se sabe quais motivos provocaram o desaparecimento da civilizagdo Harappa por volta
de 1750 aC. Alguns estudiosos condderam a posshilidade de 1a ter ocorrido o primero
desasire ambiental causado pelo desmatamento descontrolado, feito pelo homem, para a
utilizacdo da madeira na alimentacéo de fornos para o fabrico dostijolos.

2.6.2.0sarianos

Na mesma época do desaparecimento da civilizacdo Harappa surgem, vindos dos estepes
asaticos, povos indo-europeus, que se ingaaram ao longo do vale do Ganges. Os arianos ndo

possuiam uma cultura tdo avancada quanto a cultura Harappa, e eram pastores.

A escrita desaparece nesta regido e SO regparece em meados do primeiro milénio aC.
guando as cidades-estado foram recondtruidas, as pessoas deixaram seus habitos pastoris e

passaram a dedicar-se ao cultivo do arroz, povoando grande regido sobre o vale do Ganges.

A cultura ariana deste periodo estabeleceu as bases da rdigi& hindu que era centrada na
redizacdo de sacrificios. Agni, o deus do fogo, era muito importante e os bramanes,
sacerdotes que presidiam as cerimonias, tinham posi¢éo de destague.

Este povo fazia sacrificios para seus deuses para  obter bastante comida, boa fortuna, boa
salde, longa vida e véaios outros beneficios materiais. Para agradar os deuses tudo tinha que

ser feito de forma precisa. A exatiddo matemética era vista como de extrema importancia.

As informagdes que temos sobre os deuses desta cultura vém dos Vedas, textos sagrados,
usados nos rituais de sacrificio que contém recitacbes e canticos executados durante o0s
sacrificios e explicagbes de como utiliza-los nestas cerimdnias dém de informagbes sobre a
origem e importancia dos rituais. Acumulada durante seculos esta colecdo de mais de mil
hinos foi trangmitida inicidmente pela tradicdo ord, reunida e regidrada por escrito pea
primeiravez por voltade 1000 a.C. e em adguma data depois de 1300 a.C., respectivamente.
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Por volta do séc. VIII aC. estados monarcas foram estabelecidos na area, e por volta do
sc. VIl aC., cerca de 16 reinos se espadhavam pelo vale do Ganges. Edta regido tornou-se o

maior centro da populacdo indiana, talvez devido ao cultivo do arroz.

2.6.3. O Conhecimento matematico e as fontes

A historia da geometria na India pode ser dividida em trés periodos distintos:
= O pré-ariano

O modo como as cidades deste periodo eram plangadas e as cerdmicas encontradas nas
ruinas de Mohenjo-Daro com motivos de decoracéo que contém uma érie de circulos que se
interceptam, quadrados, tridngulos unidos pelo vértice, retdngulos com os quatro lados

encurvados, €tc., s8o evidéncias do conhecimento geométrico deste povo.
= O periodo Védico

O motivo mais comum de porcdana do periodo anterior, os retdngulos com lados
encurvados, esta preservado no mais importante dtar de sacrificio védico, o Mahavedi, que

tem estaforma. 1sto pode indicar alguma relacdo as civilizagdes dos dois periodos.

A geometria do periodo védico se manifeta na construcdo dos diversos dtares de
sacrificio e se desenvolveu para atender as necessdades rdligiosas. As regras ditadas pelos
videntes védicos para a construcdo do vedi (dtar de sacrificio) e do agni (locd do fogo
sagrado) foram registradas nos Sulbasutras. Tudo o que se conhece como matematica Védica
eda contido nos Sulbasutras e ndo sabemos se este povo empreendeu investigagtes
matematicas por sua propria causa ou £ des 0 estudaram  matemética para resolverem os
problemas necessiios a seus rituals rdigiosos. Alguns higtoriadores tém argumentado que a
mateméatica, em paticular a geometria, deve também ter exigsido para gpoiar os trabahos
astrondmicos do mesmo periodo.

Assm, as primeiras fontes escritas da geometria da antiga india S0 da  época em que
goareceram os livros filostfico-religiosos, os Vedas e s8o encontradas nos Sulbasutras -
manuais para construcéo de atares. A palavra Sulbasutra deriva das palavras sulba-sutra que
ggnificam “regras de corda’. Os Sulbasutras, apéndices dos Vedas, continham instrugoes de
caréter religioso para a construcdo de altares, utilizando cordas e pditos de bambu.

E interessante obsarvar que apesar do conhecimento geométrico  encontrado  nos
Qulbasutras estar relacionado as exigéncias tedricas para construcdo de dtares de tijolos, a
tecnologia de construcdo de tijolos cozidos pertencia a cultura Harappa. Ha, portanto, a

posshilidade de que o conhecimento geomérico contido nos Sulbasutras ja exigisse no
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periodo Harappa e também pode ser uma evidéncia da possibilidade de haver dguma relacéo
entre estas duas civilizagbes. De quaquer modo séo os Sulbasutras as fontes do conhecimento

geométrico daAntiga india
= Os Sulbasutras

Os Sulbasutras contém regras para a construcdo dos altares que inham que ter medidas
precisss para que o sacrificio fosse bem sucedido. Eles mostram que o conhecimento
matematico dos sacerdotes indianos ndo era pequeno, € que conheciam 0 Teorema de
Pitégoras.

E desconhecida a época em que os Sulbasutras foram escritos, mas aguns estudiosos os
colocam gproximadamente em um periodo entre 800 aC. e 500 aC. No entanto, aguns

assuntos neles tratados remontam provavelmente ao seculo XV a.C.

Os autores dos Sulbasutras eram os sulbakaras e pouco se sabe sobre eles exceto que ndo
foram apenas escribas, mas, provavedmente, também sacerdotes-artesfos que redizavam
multiplas tarefas, entre elas a construgdo do vedi (dtar para sacrificio), a manutencdo do agni
(fogo sagrado) e a instruc@o dos fiéis sobre a escolha adequada tanto dos sacrificios como dos

atares.

Apesar desta colecdo de textos sagrados ja ser conhecida antes de 1930, ela ndo €
mencionada nem por Neugebauer em seu livio Vorlesungen Uber Geschichte de Antiken
Mathematischen Wissenschaften nem por B. L. van der Waerden em seu livio Science

Awakening.

As construgdes encontradas nos Sulbasutras eram para desenhar figuras de uma &rea dada,
bem como figuras de area igud a de outras. As &eas eram bem grandes, como por exemplo,
s a dtura de uma pessoa era a unidade, a area dos dtares era de cerca de 7,5 unidades
quadradas (cerca de 25 n).

A geometria dos Sulbasutras é principdmente condrutiva, embora, ocasondmente, fosse
observado e formulado agum resultado geométrica envolvido. As figuras geométricas, usadas
para formar os dtares, incluiam: trigngulos, quadrados, retangulos, trgpézios, circulos, semi-
circulos, reténgulos com um semi-circulo sobre um lado, e assm por diante, que deveriam
gudar- a dimensdes ou areas especificas. A orientacdo, formas e areas dos dtares tinham
que ser rigorosamente exatas, e edta exatiddo era tdo importante quanto a prondncia correta
dos canticos e recitais vedicos (os mantras). Portanto, métodos precisos de construcéo
edavam envolvidos. Fregientemente os resultados geométricas subjacentes a  estas

construgdes ndo eram enunciadas.
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A congtrugdo dos dtares ndo se redringia a formas geométricas smples. Exigiam também
construgdes de figuras com formas bastante eaboradas, como as de uma tartaruga, as de um
passaro voando ou as de um passaro voando com a cauda inclinada. A area dessas figuras era

caculada por decomposicdo em partes cujas formas geométricas eram conhecidas e suas areas
smplesde cdcular.

Os métodos de construcéo de atares contidos neles sGo para dois tipos de cultos o culto
doméstico onde os dtares eram mais smples e o culto comunité&io. Os dtares quadrados e
circulares bastavam para os ritos domésticos, enquanto que para o culto publico eram exigidos
atares mais eaborados, cujas formas eram combinagdes de retangulos, trigngulos e trapézios.
Um dos dtares publicos mais eaborados tinha a forma de um facd no momento exao de
empreender 0 voo. Acreditava-se que a dma de quem oferecesse um sacrificio em ta dtar 2

transformava no falcéo e voava direto para o paraiso.

Os Sulbasutras mais importantes, do ponto de vista mateméatico, sfo o Baudhayana, o
Manava, 0 Apastamba e 0 Katyayana e foram 0s escritos em versos, sendo o Apastamba o

mais conhecido.

O Baudahayana Sulbasutra foi escrito por wlta de 800 aC, o Manava Sulbasutra escrito
cerca de 750 aC. o Apastamba Sulbasutra aproximadamente 600 aC., e o Katyayana
Sulbasutra cercade 200 a.C.

Em 1875, G. Thibaut traduziu uma grande pate dos Sulbasutras e mostrou que o
conhecimento matemético dos sacerdotes hindus ndo era pequeno.Ele traduziu o Baudhayana
Sulbasutra em The Pandit, volume 9 (1874), volume 10 (1875), n.s. volume 1 (1876/77) e 0
Katyayanaem The Pandit, n.s. volume 4 (1882). O Apastamba Sulbasutra foi traduzido por
Birk no Zeitschrift der Deutschen MorgenL andischen Gessellschaft, volume 56 (1902).

O mais antigo, 0 Sulbasutra de Baudhayana possui trés capitulos, contém uma formulacéo
gerd do teorema de Pitagoras, um procedimento para obter uma aproximagio para 2 , e
diversas congtrugbes geométricas, entre elas, dgumas aproximadas para “quadrar o circulo” e
outras para congtruir formas retilineas cujas &eas S0 iguais as somas ou diferencas de outras
formas. O texto seguinte mais antigo é a obra de Apastamba, que contém sais capitulos e trata
com maior detalhe os temas examinados por Baudhayana O Sulbasutra de Katyayana amplia
um pouco mais a obra de seus predecessores.

Os contelidos geométricos contidos nos Sulbasutras podem ser divididos entre trés
categorias.

= Resultados e teoremas geométricos explicitamente formulados,
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= Procedimentos para congtruir diferentes formas de dtares,
= Digpogtivos dgoritmicos.
Um outro ponto interessante na geometria dos Sulbasutras € que podemos identificar neles

trés dos postulados de construcéo de Euclides, a saber:
= Umareta pode ser desenhada de um ponto A quaquer paraum ponto B quaquer;
= Umaretapode ser prolongada arbitrariamente aém de B;

= Um circulo pode ser desenhado com adgum ponto como centro e agum comprimento

COmo raio.
Os Sulbasutras ndo contém provas das regras descritas neles.

Através do uso dos diver sos métodos e instrumentos, e da andlise de como as necessidades
de cada grupo social conduziram e exer citaram a criatividade dos individuos deste grupo os
professores-alunos podem expandir suas proprias habilidades de modo que sintam-se
encorajados a expressar em seus proprios sentimentos i ntuitivos e pensamentos, capacitando-os
ao uso e desenvolvimento de seu proéprio sentido estético e criativo.

Neste trabalho apresento diversas pegasrepresentativasda arte e do artesanato de alguns
povosindigenas e africanos como exempl os, que podem ser utilizados nos cur sos de formagao
de professores para o ensino e aprendizagem de varios conceitos e propriedades geométricas,
e, também, como um modo de introduzir nestes cursos r efl exdes sobre diver sos aspectos da
educacdo matematica e do uso da dimensao histérica e da etnomatematica no ensino-
aprendizagem da geometria.

Estes exempl os mostram a capacidade de abstracéo e a criatividade destes povos, alguns
dos seus conhecimentos geométricos e sdo modelos de como a geometria € necessaria a
funcionalidade de certos objetos ou pode ser utilizada livremente nas criagcdes artisticas. Entre
as diversas formas de manifestacdo artistica estéo:

= A cestaria que € uma das mais antigas manifestacdes artisticas na maioria das
sociedades africanas; € uma atividade feminina, as pecas possuem uma variedade de
formas e decoracdes, sdo de uso familiar e também fonte de recur sos com a venda nos

mercados.

= Osutensilios domeésticos sdo construidos com materiais diferentes— metal, barro, couro
e cabacas e para usos diferentes. Dependendo da finalidade para o qual foi construido,
recebem forma e decoracao especificas.

= Autilizagcdo de motivos geométricos, da flora e da fauna na decoracéo e construcao de
pecas do mobiliario, como por exemplo, bancos, cadeiras e tamboretes. Em algumas
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sociedades africanas as cadeiras e tamboretes tém um carater pessoal e refletem, as
vezes, caracter isticas pessoais de quem as constr uiu ou seu status social. E interessante
observar que as cadeiras e 0s tamboretes bem como seus utensilios domésticos, em
algumas culturas africanas, sdo destruidos ou acompanham o proprietario quando

morre.

= A arte téxtil também é uma manifestacio artistica muito antiga na Africa que
provavel mente ja existia no vale do Nilo ha 5000 anos atras. Durante os ultimos 500
anos esta arte floresceu em muitas partes da Africa e varias técnicas foram
desenvolvidas enriquecendo a variedade de texturas, cores e desenhos utilizados na
confecgéo e decoragéo dos tecidos. Determinadas cores e formas sdo utilizadas
exclusivamente em cerimonias religiosas como casamentos, rituais de iniciacéo e
sepultamentos. Encontramos também na cultura indigena al gumas técni casde decoracao

de tecidos onde o componente geométrico se evidencia.

Apresento a seguir dgumas informagdes sobre os povos africanos e indigenas citados neste
trabalho. Essas informacbes podem ser complementadas aravés da consulta aos livros e
trabal hos da bibliografia consultada

2.7.Povos Indigenas Brasileiros

Em um curso de formacdo de professores o aprofundamento do conhecimento sobre
aspectos  socio-culturais de diversos povos que estéo diretamente relacionados com o
conhecimento geométrico em discussdo, em um determinado momento se torna necessaio
para uma mehor compreensio do significado sicio-cultura deste conhecimento. Portanto,
cabe aos professores responsaveis pela formacdo estarem atentos e fornecerem condicdes para
gue as informagdes sobre os diversos povos ndo parecam apenas informacdes de cardter gerd,

cuja omissao ndo afetaria a formacao.

O mapa da figura 2.1 modtra gproximadamente a locdizacdo geogréfica de cada grupo
indigena citado neste traba ho.
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Figura7.1

2.7.1. Aratu/Sapucai

Grupo de agricultores e ceramidas muito semehantes, culturdmente, aos indigenas atuals,
que viveram em regifes que véo dede o litord de Pernambuco, Bahia e Espirito Santo aé o
interflivio dos rios Araguaia e Tocantins e, no sul, aé o rio Paranaiba  durante um periodo
que va dede os Ultimos momentos da pré-higtoria, ou sgja, de 2 mil anos arés, aé  a
chegada dos europeus. Os agricultores-ceramistas da Tradicdo® Aratu-Sapucal  construiram
grandes adeias anulares locdlizadas em ambientes abertos, de relevo ondulado suave a forte,
gaadmente em ambientes de mata e raamente nos de cerado. Alguns sitios também

locdizam: se nas proximidades de rios de porte médio a grande como o rio Corumba (GO).

As ddeias gpresentamse nas formas circular, oval ou em ferradura, em areas que variavam
de 13000 nf a 345000 nf, formadas por dois ou trés anéis concéntricos, sendo o interno o

mais antigo. Também estéo presentes sitios pequenos.

O principal sustento dos grupos da Tradicdo Aratu esteve em produtos agricolas, com
destaque para milhos, feijGes e tubérculos, embora com a auséncia de mandioca amarga e na

exploracdo de produtos obtidos através das atividades de caca e coleta

® "tradic&0" é o termo usado em arqueologia para se referir aumacultura pré-histérica
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Sobre a tecnologia dos grupos desta tradicdo que ocuparam o Centro-Oeste brasileiro
destacam-se a manipulagéo da argila para a confeccdo de recipientes ceramicos e a utilizagéo
da técnica de polimento na confeccdo de quebra-cocos, polidores, raspadores laterais, 1aminas
de machado polidas com garganta e semilunar, méaos-de-pildo polidas e martelos. Estes

instrumentos liticos sfo basicos e caracterigticos de grupos agricultores.

Estes grupos confeccionaram vaslhas periformes, edféricas ou dipsdides grandes. As
bordas dos recipientes ndo apresentam reforco e as bases gpresentavam-se arredondadas,
concavas ou furadas. S&o comuns as formas grandes, que comportam de dezenas a centenas

de litros, embora sgjam quase inexistentes os grandes pratos ou assadores.

2.7.2. Kadiweu

Também conhecidos como Caduveo, Cadiuéu, Ejwgigi, e como "indios cavaeros' por
Sua destreza na montaria. Guerreiros, lutaram pelo Brasl na Guerra do Paragua, razéo pela
qua, segundo contam, tiveram suas terras reconhecidas. Faam a lingua Kadiweu pertencente
a familia lingligica Guakurl e com excecdo de dguns vehos mulheres e sobretudo

criancas se comunicam com facilidade em portugués.

A Resarva Indigena Kadiweu esta localizada na Serra da Bodequena (MS), ao sul do
Pantand.

Entre suas manifestagBes artisticas estdo os finos desenhos corporais — estampam os rostos
com desenhos minuciosos e SMétricos, as belas pegas de ceramica como animas e enfeites de
parede decorados com padrbes que lhes sdo digtintos. Encontram a matéria-prima de seu
trabalho em barreiros especiais, que contém o barro da conssténcia e tondidade ideais para a
ceramica duravel. Os pigmentos para sua pintura s8o conseguidos de areias dos mais variados

tons, aguns dos detal hes sendo envernizados com aresina do pau-santo.

A producdo de ceramica edta voltada quase que inteiramente para 0 comércio e conditui
importante elemento de sua economia e sua confeccdo segue as técnicas tradicionais. Ha uma
priorizacdo da decoraco, tanto no processo de elaboracdo quanto na diversidade de motivos.
Os motivos sdo abstratos e geométricos formados por tragos tilineos, tridngulos, “espiras’
etc.

2.7.3. Kuikuro

Também conhecidos como Kuikuru, fdam a lingua Kaib. A mandioca brava é muito
importante, sendo sua base dimentar; mais de 70% da aimentacdo dos kuikuro é de mandioca

consumida em forma de sopa, beiju e de mingau.
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Além do cultivo da mandioca plantam milho, pequi, cabaca, agodéo, pimenta, tabaco,
magarito [espécie de batata], batata doce, banana e feij&o.

O processo de ensino-gprendizagem dos kuikuro ocorre observando desde cedo os mais
velhos, Prestar atencdo € uma das caracteristicas basicas do gprendiz: e presta atencdo para
poder reproduzir todo aprendizado que |he é ensnado. Ele também gprende a faar baixo,
ssber slenciar nos momentos de dor e gesticular suavemente. E uma educagio que esta
incorporada ao fazer dirio, depende da percepcéo visual, mas abre possibilidades de requerer
aulas particulares dos especidistas, de acordo com certo pagamento. Além da reproducdo que
€ privilegiada neste contexto, € necessaio que a producdo do conhecimento continue

avancando a medida que novas informagdes sdo obtidas.

As figuras geométricas, para este povo, ndo sdo dmples desenho, mas tém ggnificado
smbdlico/mitologico: dém de fazer parte da vida do povo como forma de identidede, é
também forma de comunicacdo visud e de transmissdo do saber produzido na teoria e

empiria, fonte de observacdo sistemética dos astros sol elua....

2.7.4.Tiriyo

Também conhecidos como Trio, Tarona, Yawi e Pianokoto faam a lingua Karib. Grupo
locdizado no recdncavo da serra do Tumucumague e areas adjacentes, junto as cabeceiras dos
rios Paru de leste, Paru de oeste, Tapanam e outros. O formato da ddeia varia entre ovad e
arredondada. As casas s80 dispostas a volta de um espago livre destinado a atividades
carimonias. O agrupamento de unidades habitacionais forma o centro do estabelecimento
rodeado pelas rocas e, dém destas, pela mata.

2.7.5. Wayana

Também conhecidos como Waiana e Uaana, sSo um grupo indigena que fdam a lingua
Karib e vivem na regido do noroeste Amazbnico, que abrange a bacia do Alto Rio Negro,
onde a linha fronteirica entre o Brasl e a Coldmbia faz um desenho que lembra uma cabeca

de cachorro .

Na decoracdo corporal transmitida aos Wayana aravés de mitos sdo empregadas as
pinturas de lagarta e de seres sobrenaturais, sobretudo as de okoima “cobra-grande’, feitas

COm jenipgpo ou urucum.

Uma das decoracfes do artefato “motivos da roda de teto” compreende motivos que sdo

variagbes da representagdo da “cobra-grandeg’ e sgnifica a unidade e variedade da cultura
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Wayana. No entanto, nessa roda sfo iguamente pintados aves, borboletas e outros seres

relacionados com o xamanismo, nomes ou figuras de “brancos’.

2.7.6. Javaé

Também conhecidos como Kargid — unidade mais ampla na qua se inclui — Itya e Mahadu,
Se auto denominam Itya Mahadu que significa "o Povo do Me0o" e séo um dos trés subgrupos
em que s dividem os indios Karga . Fdam a lingua karga pertencente ao tronco macro-jé
que ainda é o principa meio de comunicacdo entre os Javaé, mas todos faam e entendem um

minimo de portugués.

Para eles, a vida em sociedade é o0 prego que 0s seres humanos tiveram que pagar pela

curiosidade de conhecer o novo.

Habitam o0 vae do Rio Araguaia, principa afluente do rio Tocantins, aé pouco tempo arés
considerado um dos rios mais piscosos do mundo. O Araguaia forma, em seu médio curso, a
maior ilha fluvid do mundo, a de Banand, no estado do Tocantins, junto a fronteira de Mato

Grosso e é considerada pelos Kargja e Javaé como o lugar mitico de onde surgiram.

2.7.7.Kargja

Também conhecidos como Cargjia e Iny — que significa “nés’. O nome Karga néo é a auto-
denominacd origind. E um nome tupi que se gproxima do sgnificado de "macaco grande’.
Fdam o karga uma lingua pertencente ao tronco lingliistico macro-jé e, em dgumas ddeias

como em Xambioa (TO) e em Aruand (GO), o portugués é dominante.

A dimentacdo da comunidade vem da pesca e da caca. Também gproveitam os frutos do
cerrado, como 0 oiti e o pequi, a coleta do md slvestre e cultivam milho, banana, mandioca e
meancia

Aos homens, que equivalem smbolicamente a importante categoria dos mortos, cabe a
defesa do territorio, a abertura das rogas, as pescarias familiares ou coletivas, as construgdes
das casas de moradia, as discussOes politicas, a negociacdo com a sociedade nacional e a
conducdo das principais atividades rituais. As mulheres so responsiveis pela educacdo dos
filhos até aidade dainiciacdo para os meninos, e de modo permanente para as meninas.

A manifestacdo artistica dos Kargja envolve técnicas de construcdo de casas, tecelagem de
agoddo, adornos plumérios, artefatos de paha, madeira, minerais, concha, cabaca, cortex de

arvores e ceramica, aém da pintura corpord que é sgnificativa para o grupo e redizada pelas
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mulheres utilizando 0 sumo do jenipapo, a fuligem de carvéo e o0 urucum. A cedtaria é feita

por homens e mulheres, mas a ceramica € uma atividade exclusiva das mulheres.

2.7.8.Karajado Norte

Os Kargéa do Norte, mais conhecidos como Xambiog, estéo divididos em duas adeias,
locdizadas a margem direita do rio Araguaia Fdam o xambiod, um dideto especifico da
lingua karga, pertencente a0 tronco Macro-Jé, habitam a regido do baixo Araguaa e,
especificamente, nas proximidades de seu trecho encachoeirado. As duas addeas auas,
Xambiod e Kurehe, no municipio de Araguaina (TO), locdizamse a margem direita do

Araguaia, distantes sais quildmetros uma da outra.

Suas manifestagdes religiosas, formas de organizacdo socid e politica, bem como suas
atividades de subsisténcia encontram-se centradas na sua relacéo com o rio durante o ciclo de

estacOes. Cada estacdo pressupde um ritmo e atividades sociais bem definidas.

A base da dimentacéo do grupo € conseguida com a pesca e coleta daguilo que o rio e seus
terrenos marginais lhes oferecem e é complementada pela producéo de sues lavouras e pelos
géneros agricolas que compram fora da ddela O peixe € a principa fonte de proteinas para os
Karga do Norte e a pesca se faz basicamente ao longo do rio Araguaia ou em lagoas Situadas

principamente na margem paraense, subindo o rio Maria.

Na cacada as espécies de animais mais procuradas sdo o caititu, veados, tatus, macacos e
jabutis e a dividade de coleta audmente se limita a diversas frutas sazonais tas como o
marmelo, bacaba, macalba e anga em dezembro, do acai em agosto e do cgé em fevereiro.
Além das espécies nativas, 0 grande nUmero de mangueiras exisentes na adea fornece-lhes

boa quantidade de frutos nos meses de dezembro e janeiro.

2.7.9. Kayapo-Xikrin

Os Xikrin, também conhecidos como Put Kérot, faam a lingua kayapd (ou nebengokré),
da familia lingligica jé& tronco linglidico macro-J&. Vaorizam a oradria, condderada um
aributo dos homens e a audicéo. A fim de agucar estas quaidades, os Xikrin perfuram, logo
na infancia, os érgaos correspondentes (orelhas e 1&bios). Ouwvir esta diretamente relacionado
a0 saber, a aquiscdo do conhecimento. Entre S, usam agpenas a prépria lingua embora
também faem o portugués.

A caca e a pesca podem ser aividades individuais ou coletivas. Cabe aos homens a
confeccdo da maior parte dos ornamentos corporas, cestaria, edteiras, insrumentos musicais,

bordunas, arcos e flechas. O uso dos recursos naturais € extremamente diversificado. Os



77
Xikrin conhecem e disinguem, em dedhes a fauna e a flora Eles definemse como
essencidmente cacadores, gpesar de sua dependéncia dos produtos da roca. Ultimamente,
dgumas aves entraram no carddpio. Utilizam a agricultura de coivara e plantam véaias

qualidades de batata- doce, inhame, macaxeira, milho, abdbora, maméo, bananas e agodéo.

O endgno tradiciona dase por meio da convivéncia e da observacdo participante. Os
adultos orientam, corrigem e as vezes endnam, de modo mas Sstemdico, cantos,
coreografias e sequéncias rituais a turmas de meninos e meninas. Notase a importancia
pedagbgica da repeticdo e da participagdo nos diferentes acontecimentos. Um individuo, com
marcada inclinagdo para desempenhar uma atividade especifica, aprende de modo mais
continuo com aquee que € um especidigta reconhecido naguela dividade. As meninas
aprendem a pintura corpora em casa, com parentes adultas. Os mitos sfo contados pelos

velhos, sob forma de conto, de drama ou de discurso politico.

2.7.10. Timbira

Timbira € 0 nome que designa um conjunto de diferentes grupos énicos que fdam uma s
lingua, o timbira, que pertence a familia J& do tronco macro-jé certamente com agumeas
diferencas didéicas entre 5.

Os grupos timbira estéo locdizados a0 sul do Maranh@o, leste do Para e norte do
Tocatins. Os que etdo mas paa Sudeste habitam uma &ea rdaivamente plana,
interrompida por morros de paredes verticas e cimos chatos, muitas vezes escaonados,
cobertos pelo cerrado e cortados por cursos d'égua, a0 longo dos quais se estendem matas-
ciliares. Os dtuados mais a0 noroeste, ficam na trandcdo do cerrado para a floresta
amazonica

Com relacdo as criages artigticas cada povo timbira usa cabagas como recipientes para
agua e dimentos, em lugar de cerdmica; fazem cedtos edeiras, faxas, assam bolos de
mandioca e cane, envolvidos em folhas de bananeira brava, sob pedras previamente
aquecidas, &gua ou caldos também podem ser postos a ferver quando colocados em cabacas
ou cgpembas, mergulhando-se no liquido pedras aquecidas. Hoje, 0 uso de pedras agquecidas €
mais freqlente no preparo de bolos para os ritos, para a aimentacdo cotidiana se usam

pandas de ferro.

2.7.11. Xavante

Auto denominamse A'uwe e também s3o conhecidos como Akwe e Awen, fdam uma

lingua jé do tronco macro-jé.
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Habitam mais de 70 ddeias nas oito &eas que condituem seu territdrio aud, na regido

compreendida pela Serra do Roncador e pelos vales dos rios das Mortes, Culuene, Couto de
Maga hées, Botovi e Gargas, no leste matogrossense,

Trata-se de um povo forcado a migragbes constantes sempre em busca de novos territérios
onde pudessem refugiar-se e, neste percurso, em choque ou diangas circunstancias com

OUtros Povos com quem Se encontraram no trgjeto que os trouxe até sualocalizacéo atual.

Os Xavante sdo conhecidos principamente por sua organizacdo socid de tipo dudista, ou
sga, tratase de uma sociedade em que a vida e 0 pensamento de seus membros estéo
constantemente permeados por um principio diadico, que organiza Sua percepcdo do mundo,
da natureza, da sociedade e do proprio cosmos como estando permanentemente divididos em
metades opostas e complementares. Trata-se, na verdade, da chave da daboracéo cultural dos
Xavante, congtruida e recongtruida através dos tempos e das variadas experiéncias histéricas,

mas sempre mantida como fundamento de suamaneiraorigina de ser, pensar e viver

2.7.12. Marubo

Falam a lingua pano. O povo Marubo provavelmente € o resultado da reorganizacdo de
sociedades indigenas dizimadas e fragmentadas por caucheiros e seringueiros no auge do
periodo da borracha, conhecidos por este nome embora ndo congtitua uma auto-denominacéo
e fdam uma lingua, chamadas por €e de Chaindwavo, que faz pate da familia Pano.
Atudmente, os jovens do sexo masculino podem se comunicar também em portugués e os
mais velhos, devido a0 contato com os caucheiros peruanos no passado, conhecem algumas
palavras de quéchua e de espanhoal.

Os Marubo vivem no dto curso dos rios Curuca e Itui, da bacia do Javari, ho municipio
amazonense de Atalaia do Norte, uma regido cheia de pequenas colinas, com cimos néo raro

ligados por cristas entre S, coberta pela floresta amazonica.

As rogas se estendem a partir da colina onde se ergue a maloca, para os vales e colinas
vizinhas e plantam os trés vegetais bascos na dimentacdo — macaxeira, milho e banana —
aém de mamao, goiaba, tabaco, urtiga e algodéo.

A caca e apesca complementam a dimentacdo dos Marubo. Eles cacam o macaco preto e
0 barrigudo - as duas Unicas espécies de primatas que consderam comestiveis - 0 caititu, a
anta, 0 porco-queixada e, no periodo menos chuvoso, a paca. Também abatem freglientemente

0 cujuim e o mutum.
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Durante a estacd0 menos chuvosa extraem o latex das seringueiras, tendo cada homem
adulto seu tapiri para defumar a borracha e suas "edtradas’ (caminhos que, saindo do tapiri e a
ele retornando, ligam as seringueiras) e durante a estagdo chuvosa extraem a madeira, que so

negociados com 0s comerciantes.

2.7.13. Ticuna

Os Ticuna, autodenominados Magita, vivem em ddeas Stuadas do Alto dos Solimdes,

Amazonas. Também conhecidos como Tikuna, Tukuna e Maglia, fdam alingua tikina

Os primeiros cortatos dos Ticuna com os brancos ocorreram  no final do século XVII,

acentuando-se a partir das Ultimas décadas do século passado.

Apesar das mudancas motivadas pelas frentes de expanséo, agéncias de contato e missdes
reigiosas, os Ticuna mantém viva, anda hoje, sua cultura preservando seus costumes e

vaores.

O desenho é uma manifestacdo artigtica que faz parte das experiéncias cotidianas desse
povo, representa uma forma de expressdo de sua identidade cultural e sdo aplicados tanto nos

artefatos de uso interno quanto nagueles confeccionados para a venda.

As mascaras rituais sB0 condderadas por dguns pesquisadores como uma  das
manifestagbes mais ricas da arte Ticuna. Porém, o potenciad artistico destes indigenas ndo se

restringe a feitura de méscaras mas, se estende a tecelagem, ceramica, escultura, etc.

Os cedos agoresentam um edenco muito variado de motivos formados por eementos
geométricos smples como, quadrados, losangos, tridngulos etc. e a nomenclatura destes
motivos podem estar associadas & partes de certos animais como asa de borboleta, dente de
jacaré, etc.

A tecdagem eda intimamente ligada a mulher. A fabricacdo dos fios € uma das primeiras
tarefas desenvolvidas pelas meninas e na adolescéncia a importancia dessa atividade ganha
uma expressio ritud enquanto que a confeccdo da ceramica apesar de ser tarefa
preferencidmente feminina, pode ser exercida pdo homens. E na superficie das vasilhas que

as mulheres executam seus desenhos.

Na esfera ritua, os suportes mais representativos da arte gréfica sBo as méascaras, 0s
escudos, as paredes externas do “curra” , 0 turi e o corpo. Na confeccdo das méscaras, ao
lado dos desenhos geométricos, os Ticuna usam figuras de carder redista inspiradas no meio

ambiente naturd, socid etc.
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A confeccdo e 0 das méscaras sdo de dominio dos homens, que também se encarregam
da feitura de grande parte dos objetos rituais como instrumentos musicais, bastdes, eic. A
pintura da face porém, pode ser redizada por ambos os sexos e é empregada hoje em dia

gpenas durante osrituais, por todos os participantes inclusve criangas.

2.7.14. Aweti

Também conhecidos como Aueti, fdam o aweti uma lingua do tronco tupi. Os awetis
moram numa addela no Parque Naciond do Xingu (MT), foram encontrados no fina do
seculo passado pelo etndlogo deméo Kal von den Steinen e permaneceram praticamente
isolados até 1940. Hoje em dia, mantém reagdes intermitentes com a populacdo regiond e
tém aumentado 0 seu grau de hilinglismo em portugués. Os awetis vivem da pesca, caca,

coletae agricultura.

2.7.15. Asurini do Xingu
Também conhecidos como Awaeté, falam o tupi-guarani umalingua do tronco tupi.

Asurini sgnifica "vermelho” e € o nome dado a um dos grupos que habitavam 0 Baixo
Xingu. Este grupo s autodenomina Awaeté, que significa "gente de verdade', mas diante dos
"brancos', chamamse At(*s)urini, da padavra asuruni. A lingua fdada pertence a familia
lingliigtica tupi-guarani do tronco tupi. A Unica ddeia atud s locdiza a margem direita do
Rio Xingu. As rogas e os locas de caca, pesca e coleta estéo Situados entre as margens dos
rios Xingu, Piranhaquara e |garapé Piacava.

A ate asurini s¢ manifesta na cerdmica - muito vaorizada entre des — na tecelagem,
cettaria, armas, enfeites corporals, bancos de madeira e indrumentos musicais. Em gerd, a

ceramica € decorada com motivos geométricos.

Além de ceramica, as formas geométricas também sdo utilizadas na decoracéo de cuias
arcos e enfeites e na ornamentagdo do corpo, que pode ser tatuado ou pintado de jenipapo.

Essas figuras podem representar tanto os elementos da natureza quanto os seres sobrenaturais.

2.7.16. Kaiabi

A origem do nome Kaiabi perde-se no tempo e hoje os proprios indios néo sabem dizer de
onde surgiu e qua seu dgnificado. A lingua fdada é da familia tupi-guarani  do tronco tupi
mes todos os Kaabi que habitam auamente o Parque do Xingu sfo hilinglies dominando,
dém de sua propria lingua, também o portugués. Os Kaabi, em sua maoria, habitam

atuamente a area do Parque Indigena do Xingu no Mato Grosso.
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Os Kaabi sio um grupo com uma forte tradicdo agricola e sua horticultura € muito

diversficada, compreendendo dezenas de variedades de plantas cultivadas e tém um sstema

agricola bastante elaborado. Plantam diversas variedades de mandioca utilizadas para a

producdo de farinha, beljus e mingaus dém do milho, algoddo, amendoim, batata, carg,
banana, fava, cana, abdbora e melancia

A bae de sua dimentacdo é composta pela farinha de mandioca e peo pexe é
complementada por beijus, mingaus a base de mandioca, milho, amendoim, banana, frutas
dlvedres, etc. Anteriormente a caga tinha um papd mas importante na dieta, mas a maor
sedentarizacdo do grupo na caha dos rios principais, aiada, entre outros fatores, a rarefacéo
de dguns animais, contribuiu para que a pesca tenha se tornado a principa fonte de proteina

anima para o grupo.

Os Kaa tém uma cultura materid eaborada e bagtante diversficada incluindo suas
peneiras, apas (um tipo de peneira) e cestos (confeccionados pelos homens), ornamentados
com uma grande variedade de complexos padrBes gréficos, que representam figuras da rica
cosmologia e mitologia do grupo. O trabaho artesand feminino mais elaborado € a tecdlagem
do agoddo para a fabricacdo das redes e tipdias. Atuamente, os itens mais produzidos sfo os
colares de tucum lisos ou com figuras zoomorficas, também confeccionados pelas mulheres.

2.7.17. Surui

Também conhecidos como Aikewara, fdam a lingua akwawa da familia tupi-guarani do
tronco tupi e a maoria também fda o portugués. Est8 dtuados no sudeste do Pard, no
municipio de S&o Jodo do Araguaia, a cerca de 100 quilémetros da cidade de Maraba e
possuem uma grande ddea, denominada okara, de formato retangular, com um pétio centrd

no qua eram redlizados os seus rituas.

No passado a agricultura consstia em sua principa atividade econbmica Faziam grandes
rogas, onde plantavam varias egpécies de mandioca, bananas, inhame, batata doce, milho,
pimenta, dgoddo e fumo. A aividade de caca era bastante privilegiada em uma regido em que
eram abundantes as antas, veados, queixadas, caititus, pacas, tatus, macacos e cotias. Entre as
aves preferiam 0s mutuns e jacus, mas, em caso de necessidade consumiam também arara e
varias espécies de papagaio. A pesca era uma aividade pouco importante, uma vez que
viviam afasados dos grandes rios. A coleta complementava a busca por aimentos. Nos dias
de hoje, a dieta dimentar fol modificada pea diminuicdo da caca e pda introducéo de uma

pecuaria pobre e do cultivo de arroz.
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2.7.18. Yanomame
Também conhecidos como Kuikuru, falam alingua yanomami.

A pdavra yanomami urihi designa a floresa e seu chdo. Significa também territorio: ipa
urihi, "minha terra’, pode referir-se a regido de nascimento ou a regido de moradia atud do

enunciador.

Os Yanomami sdo cacadores, recoletores e camponeses semi-ndmades. Viviam até os anos
60 do séeulo passado completamente isolados na selva dificilmente penetravel. Confeccionam
objetos como 0 banco de subir em pameiras, pontas de seta, redes de descanso, aljavas,
arcos, recipientes dongados para sopa de banana, cestos redondos entrelacados
hexagona mente, tacas e gamelas de cascas de frutos cortadas a0 meio para beber. Os grupos
locais Yanomami ou resdem em uma casa plurifamiliar em forma de cone ou de tronco de

cone chamado yano ou xapono ou em adeias compostas de casas do tipo retangulares.

O egpaco de floresta usado por cada casa-addeia Yanomami pode s descrito
esguematicamente como uma Série de circulos concéntricos, cada um deles delimitando éreas
de usos didintos. O primero circulo deimita a regi onde acontece a pequena coleta
feminina, a pesca individua ou coletiva, a caca ocasond de curta duragdo e as atividades
agricolas; 0 segundo circulo delimita a &ea de caca individud e da coleta familiar do dia-a
dia e 0 terceiro circulo delimita a &ea das expedigbes de caca coletivas de uma a duas
semanas que antecedem os rituais funer&rios e as longas expedicdes plurifamiliares de coleta e
caca durante a fase de maturagdo das novas rogas. Estéo Stuadas na regido limitada pelo
terceiro circulo as rogas novas e as antigas, junto as quais se acampa esporadicamente — para

cultivar nas primeiras, colher nas segundas — e em cujos arredores a caca € abundante.

2.7.19. Siona

Os indios Siona vivem ao longo dos rios Putumayo e Aguarico no sul da Colémbia e norte
do Equador. Apesar de terem sido um grupo grande e poderoso, os Siona foram reduzidos a

pequenos agrupamentos cercados por colonizadores brancos.

Devido a0 processo de aculturagdo ocorrido especidmente nos Ultimos vinte anos do
seculo passado a cultura materid vem refletindo a da populacdo rura colombiana e o
espanhol esd s tornando a lingua principa. A expressio atidica tradiciond diminuiu,

somente os indios mais velhos continuam a pintar o rosto e adornar o corpo com colares.

Uma das formas mais importantes da expressdo artistica consste de motivos geométricos,

usados para decorar rostos, ceramicas, langas, coroas e outros objetos. Esses motivos sGo uma
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forma de arte que se bassia em um nimero concreto de elementos que sdo combinados e
recombinados de acordo com as regras padronizadas, de modo a criarem um ndmero infinito

de desenhos.

2.8. Alguns paises africanos e povos

A seguir gpresento dgumas informagdes sobre as regides onde vivem os povos africanos
cujo conhecimento geométrico é discutido neste trabalho. [Figura8.1]

1. Angola Tchokwe.
2. Bdut
3. Benin
&) ® 4. Bushongo
@ 5. Congo
6. Fulbe
(® 7. Ghana
@ 8. loruba
@ 9. Lesotho
© 10. Lunda
11. Macondes
12. Mdi
©,
Figura8.1

2.8.1. Angola

A Republica Popular de Angola esté Stuada na Africa Ocidenta, sua capital é Luanda e a
lingua oficid é o portugués, mas dguns povos fdam um dos idiomas umbundu, kimbundu,

kikongo, kwanyama e outras linguas bantu.

Durante 0 século XIV uma serie de reinos indaaramse no norte de Angola, dos quais
destaca2 pela sua organizacdo adminigtrativa, o Reino Congo. Um século mais tarde, em
1483, quando os navegantes portugueses chegaram ao litora deste reino, este se encontrava
em pleno desenvolvimento e expansdo. Imediatlamente iniciaram proveitosas  relagtes
comercias entre os reinos Congo e de Portugal. Mas esta reacdo entre iguais néo durou muito
e quando os portugueses inicia)am 0 comércio de escravos no territdrio Congo comegou a

decadéncia que terminou com a ocupacdo e dominio politico dos portugueses sobre toda
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Angola Edima-se que mais de milhd de seus habitantes foram escravizados e enviados para
0 Brasil durante os seculos XVI1 e X VII.

Em 1575 foi fundada a primeira cidade de Angola, S0 Paulo de Luanda, que foi invadida
em 1641 pelos holandeses e reconquistada em 1648 com a paticipacd de guerreiros
indigenas brasileiros. Nesta ocasido, o nome da povoacdo foi dterado para Sdo Paulo de
Assungdo de Luanda. Em 1662, Luanda é elevada a condicéo de cidade, tendo seus moradores
privilégios iguais aos dos cidaddos do Porto, em reconhecimento a0 papel decisvo de seus

habitantes na reconquista de Angola.

A proibicdo do comércio de escravos em 1836 e a independéncia do Brasil de Portuga
levou o0s portugueses a intendficarem e centrdizarem seus interesses colonias em  outros

territorios, inclusve a Angola

Como muitas das artes africanas, as mascaras de madeira e esculturas de Angola tém um
papel importante nas cerimonias rituais representando vida e morte, a passagem da crianca

para o adulto, celebracdo de uma colheita e marcando o inicio da estacdo de caca

Os atesfos angolanos trabadham com a madeira, 0 bronze, o marfim,fazem pecas de
ceramica etc. Cada grupo énico tem suas préprias caracteristicas na arte. Uma das pecas mais
famosas da ate angolana € o “pensador de Tchokwe’ considerada uma obra-prima de

harmoniae Smetria.
= OsTchokwe

Os Tshokwe sio povos bantu matrilineares que ocupavam origindmente a Serra de
Mazumba, Norte de Angola Em meados do século passado emigraram aravés do norte e
nordeste apropriando-se de vastos territorios e atravessando a fronteira atua entre Angola e

Zare,

Os Tshokwe vivem entre a Republica Democrética de Congo e Angola. Sua origem pode
edar locdizada em Mbubdu e Pgmeus de Mbuti. Sua histéria data de antes do séc. XV,
guando uma rainha Lunda se casou com um principe de Luba.  Um membro importante da
aristocracia de Lunda desgprovou 0 matrimbnio e eles nigraram para o sul da atua Angola
Uma vez estabelecidos, fundaram varios reinos, cada um deles liderado por um deus rel. Estas

tribos s80 conhecidas como o Tshokwe, o Luena, o Songo, o Imbagala e o Ovimdubu.

No periodo anterior a ocupacdo colonia, as mulheres Tchokwe e os cativos trabahavam na

agricultura, e os homens dedicavamse mais a caca.  Os artesdos ocupavanse e continuaram
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a ocupar-se durante o dominio portugués da arte do ferro, da pintura, escultura, fabricacdo de

moveis e datécnica de trangados.

A cultura Tchokwe é bem conhecida pela sua arte decorativa, que abrange desde a
ornamentacdo de edeiras e cestos entrancados, trabaho em ferro, cerémica, escultura,

gravacao de cabagas e tatuagens até pinturas nas paredes das casas e desenhos na areia.

Com relagdo aos desenhos, os Tchokwe cultivam arte ornamental bastante peculiar vistas
freqlentemente nas paredes das casas mas também na areia lisa da ddeia Estes desenhos
chamados Sona (nome que se d& a escrita) agparecem pintados nas paredes das casas por

homens, mulheres e criangas.

Quando os Tchokwe se encontram reunidos costumam passar 0 tempo conversando e
ilustram suas conversas com desenhos na ardla. Muitos destes desenhos pertencem a uma
veha tradicdo e dessmpenham papd importante na transmissdo do conhecimento e da

sabedoria de uma geracdo para a seguinte.

A aprendizagem do significado e execucdo dos desenhos € transmitida em dois momentos:
0S mas dmples em dgnificado e execugdo sfo transmitidos aos rapazes durante a fase
“escola” dos ritos de iniciacdo e os de dgnificado e execucdo mas complexos, O
especididas — akwa kuta sona (conhecedores de desenho) os transmitem. Estes mestres do
desenho faziam pate de uma dite, que transmitiam o conhecimento dos seus antepassados

para seus descendentes diretos.

Para facilitar a memorizacdo dos padronizados pictogramas e ideogramas , os akwa kuta

ona inventaram uma interessante mnemonica:;
= Limpam e disam o chéo;

= Marcan com as pontas dos dedos uma rede ortogona de pontos equidistantes. Os
pontos {obe) sBo marcados de baixo para cima e do meio para as extremidadesEm
muitos casos sfo feitas novas s&ries de pontos nos centros dos quadrados da rede
inad;

= Apbs a marcacdo dos pontos da rede pode-se iniciar a execucéo propriamente dita do
desenho que normdmente é formado pelo tragado de uma ou mas linhas que

abracam os pontos da rede;

= Existem normas para comegar e acabar 0 desenho e o padréo deve ser obedecido de

modo rigoroso.
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Com a penetracdo e ocupacdo coloniais a tradicdo de desenho entrou em decadéncia. A
maior colecdo de sona e a mais importante foi publicada em 1983 e contém 287 desenhos
diferentes recolhidos nos anos 40 e 50. Os estudos de Gerdes sobre a construgcéo dos
desenhos sona e sua incorporacdo no ensino da mateméatica mostra: a riqueza de conhecimento

matematico que pode ser explorada a partir dos desenhos.

Atualmente sd0 conhecidos pelos objetos de arte produzidos para celebrar e validar a corte
rea. Estes objetos incluem tamboretes e cadeiras esculpidas e usadas como tronos. A maoria
das esculturas sd0 retratos que representam linhagens reais, cetros, e langas. Além disso, des
usam trés tipos de méscaras. as sagradas, as de iniciacdo e as de danca sendo que apenas no

Gltimo grupo estéo incluidas méscaras feminines.

2.8.2. Bafut

O povo Bafut, como a maioria dos povos vizinhos, procede do norte do atual Camardes de
onde saram no seculo XVII pressonados pelos Fulani para estabeleceremse nas terras

montanhosas que ocupam hoje.

O antigo reino Bafut aé hoje traz uma reforma condituciona que supunha a restauracéo de
adgumas das competéncias politicas abolidas pelos franceses nos anos 20 e 30, ndo € sendo
"cheferie’ mas, uma chefatura onde o fan (antigo re de Bafut) como chefe tradiciond

administra a justica em assuntos de terras e pouco mais.

O ggema politico Bafut era centrado no Fan, o chefe politico e religioso do povo. Ele
tinha diversas fungdes entre elas o controle das relagbes exteriores e 0 estabelecimento de leis.
Toda judtica era feita em seu nome. Ele era o tribunal de recursos fina e tinha o poder sobre a
vida e morte de seus suditos. Como sacerdote chefe ee oferecia sacrificios a seus

antepassados e intercedia com eles para 0 bem-estar do povo.

2.8.3.Benin

Cidade da Nigéria pertencente hoje a Provinciado Sul.

O Reino de Benin — formado por povos edos - foi um dos que adcancou maor nive
cultura na Africa Ocidental e que obteve este nome pelos sacrificios humanos que nde se

faziam.

Praticamente inexistem informagbes sobre as origens de Benin. Na tradicdo ord fda-se da
exigéncia de um Estado — uma forma de republica — anterior ao reino. Neste entdo, os edos

teriamse dirigido a Ifé para pedir a0 ioruba Odudua um principe que governase Benin.
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Oraan, filho do deus-re, teria esposado uma mulher nativa e fundado a dinastia governante.
O mito dafundacdo sugere a possivel chegada de um cla dirigente ioruba aos territorios edos.

Com relacéo a arte e artesanato  sabe-se que a tradicdo artigtica de Benin sofreu  forte
influencia da tradicdo ioruba. Na pequena cidade-estado que surgiu no delta do Niger, nos fins
do stc. Xll, as ates e oficios eram pratiicados com grande habilidade. Trabalhavam com
perfeicéo a madeira, os tecidos e o marfim. Foram os objetos de terracota e bronze de Benin
gue exigiram, no fim do stc. XIX e no séc. XX, uma reformulacdo radica do que se havia
dito sobre arte africana. O naturdismo e a beleza das pecas de Benin e Ifé impressonaram o
mundo cientifico e artistico. SO estas regides da Africa conheceram o artesanato do vidro. O

trabaho em madeira, marfim, cobre, ouro, tecidos, etc. acangou dto nivel técnico.

Quando os portugueses penetraram no golfo de Guiné introduzindo 0 comércio negreiro, o
reno de Benin ja era um reino importante, com centro na cidade homdnima. Ele encontrava-

se aleste de Niger e solidamente implantado no delta do granderio.

O primeiro contato dos portugueses com Benin aconteceu por volta de 1480 e 0 processo
de expansdo do reino foi acelerado quando Benin incorporou-se ao comércio negreiro fazendo

o trafico de escravos que vendiam a Costa do Oro.

Benin entrou em decadéncia desde o fim do séc. XVII mas subsigtiu aé o séc. XIX. O
reino chegou a dcancar sgnificativa importancia e a controlar territérios que iam do Niger até

Lagos— regi&o essencia para 0 comércio negreiro

Dizem que a influéncia de Benin se estendia por um lado até Serra Leoa e por outro aé o
Congo, devido talvez a crenca de que o djudju o “espirito” de Benin era 0 mais poderoso da
Africa Ocidental. Este espirito residia na cidade de Benin, lugar de uma poderosa teocracia,

que gparentemente dominava de fato o oba o rel.

2.8.4. Bushongo

O povo Bushongo € o maior grupo énico dos povos que formaram parte do Impéio Kuba
No séc XVI pequenos grupos procedentes de distintos lugares de ambas as margens do rio
Congo emigram para o territério do atua Kasai, ocupados entdo por grupos Twa e Kete. Da
sua proximidade linglistica com o idioma Mongo os Bushongo provavelmente procediam do
norte. Os Bushongo, sendo mals numerosos se tornam os dirigentes de todos os grupos
criando o Império Kuba que dura mais de trés séculos, aé a chegada dos colonizadores

europeus.
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Desde a criacdo do Império Kuba até nossos dias os dirigentes politicos das populactes

Kuba pertencem ao povo Bushongo. O rel (Nyim) é gudado em seus deveres por mais de cem

consalheiros que s representantes das diferentes populagdes. Os lideres de cada povo tem a

obrigacéo de dar conta de sua gestdo ante 0 Nyim e de levar a cabo as decisdes que este adota.
O Nyim é o descendente direto do unificador mitico do Império Kuba, o Rel Shyaam.

A histéria ord de Kuba conta a criacdo do mundo por Bumba que determinou que os
Bushongo sempre seriam a classe governante. Este deus criador ndo é formamente objeto de
culto. Em outra época parece que se praticava uma religido baseada no culto aos
antepassados, mas faz tempo que desapareceu, praticando-se a advinhacdo para descobrir as
causas do ma. O éxito na caga € considerado como um presente dos deuses. Os adivinhos
empregam freqlientemente cdes de caca esculpidos em madeira para esfregando-os chegar ao

conhecimento que os permite fazer um oraculo.6

A higtéria ord de Kuba fala da criagdo do mundo por Bumba que vivia s6 na &gua. Um dia
ficou doente e comegou a vomitar. Primeiro vomitou o sol, a lua, as edrelas e a erra. Mais
continuava enfermo e entdo vomitou nove animais um leopardo, uma &guia, o crocodilo, Yo
(um peixe pequeno), uma tartaruga, Tsete (0 reldmpago, que foi expulso da terra por causar
problemas congtantes), uma garca, um escaravelho e uma cobra. Depois, vomitou seus trés
filhos. Todos des, animais e humanos se encarregaram de criar 0 que fdtava, cada um em sua

especididade. Assm o escaravelho criou o resto dos insetos, etc.

2.8.5. Congo (Kongo)

Quando o portugués Diego Céo e seus homens chegaram, em 1482-3, a foz do rio Zare” e
desembarcaram no porto africano de Mpinda, 0 manikongo Nzinga Kuwu, s&imo de sua
dinastia, reinava sobre uma regido téo grande quanto um quarto da Franga atual. O reino teria
sdo fundado por seu ancestra Ntinu-Wene, chefe kikongo que, chegou do norte, atravessou o
grande rio, casou-se com uma mulher nobre do cld detentora dos direitos da terra e foi
reconhecido como senhor pelo chefe desta comunidade. Assumiu, entdo, o titulo de

manikongo.

Os sucessvos manikongos aumentaram o territdrio com conquistas militares ou diancas

matrimonias.

6 Qraculo: mensagem ou resposta que procede de um deus. Local onde se consulta um deus. Pessoa sabia e
autorizada cuja opinido se considera verdadeira.
" Nzade ou Nzare : o rio que engole outros
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A organizagdo politica e socid da formagdo efricana edruturava-se a partir da adeia
matrilinear dirigida por um chefe da terra que ndo pertencia a aristocracia Acima deste,
governavam os chefes de digtritos e de provincias. O manikongo nomeava autocraticamente

0s governadores das provincias e estes, em geral, os dos digtritos.

O manikongo, autoridade maxima desta piramide politica, ndo transmitia hereditariamente
0 seu poder. Nos primeiros mpos, todo descendente masculino do fundador podia pretender
0 trono, quando de uma sucessfo. A escolha era efetuada por um colégio eetora de nobres,
mas, em gerd, era a forca das amas que decidia a quem caberia o poder. O titulo de
manikongo possuia cardter sacro; 0 seu detentor, cometendo incesto com a irmé, perdia seus
direitos de familia Alcancava assm, uma dtuacdo que lhe pemitia governar, sem

favorecimento, todas as familias.

A economia desta congtrugdo politica baseava-se fundamentamente numa agricultura
ceredidica itinerante. Foram desenvolvidas préticas e técnicas agricolas complexas que
procuravam tirar o0 maximo proveito da abundancia de teras em relacdo a redidade
demogréfica de entdo — terras pouco fértels e ocorréncia sstemética de secas. O esforgo

agricola assentava- se sobretudo no trabaho feminino.

Nesta agricultura ceredigtica itinerante, os instrumentos smples de ferro desempenhavam
pape importante. Eram sobretudo as atividades agricolas que garantiam a exigéncia de
concentragdes populacionais como Mbanza Kongo, capitd do reino e resdéncia de

manikongo.

No reino do Kongo, sua capital desempenha um importante pape socid e econdmico. Dela
patiam as principals caravanas envolvidas no comércio de ferro e sd com o interior. O
manikongo tinha o monopdlio do sA que era uma mercadoria de grande valor. O nzimbo,
uma espécie de caramujo, era a moeda de circulacdo naciona usada nestas trocas. A pesca do
caamujo, redizada apenas nas &guas da ilha de Luanda, era um monopdlio red.
Comerciavam-se objetos de ferro, de marfim, de cerémica, tecidos vegetais, joias de cobre,
etc.

Os artesios e mercadores ndo eram, na maioria das vezes, uma classe especidizada. Os
artesfos trabadhavam sem problemas o cobre, o ferro, a argila a madera, o marfim, etc.

Tecia-se fibra vegetd e 0 vinho de pameira eramuito gpreciado.



2.8.6. Fulbe

Os Fulbe, também conhecidos como Fdlaas ou Ful (no singular) , Fdlani, Pul (no
gngular) e pulbe (no plurd) era um povo, de origem ndmade, dedicado principdmente a
criacdo de gado, que habitavam regides da Africa Central e Ocidentdl.

A patir do séc. XV grupos de Fulbe comegaram a estabelecer-se nas regifes mais férteis
a0 sul do Saaraintegrando-se com grupos di estabelecidos.

Em meados do século XVII abragaram o idamismo, fundando estados independentes e
inaugurando o sstema de conquistas, que ndo abandonaram de tudo. Segundo uma tradicéo
muito longa entre eles, seus antepassados eram brancos, peo qua adgumeas tribos déo-se a

denominacéo de “homens brancos’.

As principais &eas ocupadas pelos Fulbe eram a regido de Hausa na Nigéria do norte, de

Adamawa em Camardes e aregido de Futa-Djalon.

Em Futa-Djdlon os Fulbe foram absorvidos pela sociedade de agricultores ai exigente -
os Djalonke. Durarte o séc. XVII mais grupos Fulbe, com forte ligacdo com o idamismo
chegaram a regido e rapidamente se organizaram em um estado teocrético sob a direcdo do
lider religioso Karamoko Alfa. Durante o séc. XIX século um jihad foi indigado contra os
ndo-crentes da &rea até que a &rea inteira estava sob o controle idémico. O estado novo foi

dividido em nove provincias com uma capita em Timbo.

Os Fulbe tém um senso refinado de beeza. Os homens usam tunicas longas brancas ou
azuis, bordadas a0 redor dos punhos e do pescogo. As mulheres usam lencos e mant6s de
algodd bem coloridos, freqUentemente decorados com padrbes bem sofisticados. As
mulheres casadas usam brincos multiplos e braceetes, as mulheres mais jovens revestem 0s
olhos com “kohl”. As meninas e mulheres de todas as idades trancam seus cabelos e pintam
desenhos vermelhos delicados nas méos e pés com henna. Entre alguns grupos, as faces das

mulheres s80 cortadas para formar cicatrizes decorativas.

A beleza também € expressada graca naturd da vida didia Os meninos aprendem a
conduzir o gado desde cedo, gprendendo assm a fazerem movimentos com gestos lentos,
suaves e a fdarem em vozes tranqlilas para ndo agitar ou assustar 0 rebanho. As meninas
executam tarefas domésticas que Ihes exigem o transporte cargas pesadas de &gua e lenha na

cabeca- feitos de forca que requer movimento equilibrado, equilibrio.

Em ged, homens e mulheres vivem separados . Eles comem, trabaham, e rezam

separadamente, e tem papéis claramente definidos e excusvos tanto em casa como
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publicamente. Fora da cesa, maido e mulher ndo interagem e mantém uma disténcia
apropriada de um do outro. Os dois podem morar em adeas diferentes durante longos

periodos.

2.8.7. Ghana

O reino de Ghana, conhecido em seu tempo, como o “Pais de Ouro” € considerado o
primeiro estado negro-africano de dgnificativa riqueza e esplendor estabelecido na regido
ocidental do Sud&o.

As primeiras noticias sobre este reino sdo dadas por textos arabes, do séc. VIII, que fdam
de um rico Estado do Sudédo Ocidental.

De acordo com Maestris, este reino

... aparece registrado nos manuscritos arabes, repentinamente, quase como
gue surgido do nada, como se tivesse nascido de um passe de mégica neste
continente, para muitos, ainda misterioso.

A origem de Ghana assentou-se nas condigdes geogréficas, ecoldgicas, sociais, econdmicas
e historicas particulares do Suddo Ocidental. A ocupacdo gradativa destas regiGes favoraveis
a0 homem permitiu um acedlerado crescimento demogréfico e a implantacdo de importantes
comunidades de agricultores e pastores. A esta redlidade, comum a quase toda faixa sudanesa,
juntava-se a grande concentracdo de campos auriferos nestes territérios ou em regifes mais
meridionas.

Ghana — 0 “Pais do Ouro” — teve uma formacéo socid tributéia origineda a partir de
locdizacdo geogréfica privilegiada, ou sga, 0 controle de importantes rotas comerciais do
Sudéo Ocidentd. Sua aristocracia gpropriava-se dos tributos pagos pelos comerciantes e
rendas tradicionais devidas pelas comunidades agrarias e artesds. A origem do reino deveuse
possvelmente, a um fato de guerra O chefe do reino portava o titulo de ghana, ou sga,
senhor da guerra Sua forca e pregtigios inicias seriam devidos a0 fao de que de
desempenhava também o papel de mestre do ouro. Como dignat&rio responsavel pela

reparticao clanica periddica dos terrenos auriferos, recebia tributos em metal precioso.

A capitd e o reino teriam tomado o nome do titulo do senhor da pequena “chefferie”

sudanesa.

A capitd do reino era uma grande cidade com as casas reas e dos grandes dignatérios

habilidosamente congtruidas em pedras. As habitagBes populares, ao contrario, seriam cabanas

8 Maestri, M. p. 15
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de terra de tetos redondos, o que sugere desenvolvida desigualdade socid. A aglomeracéo
habitacional encontrava-se cercada de murahas. Em uma floresta sagrada, perto da cidade,

locdlizavam:se as residéncias dos sacerdotes e dos indios, as prisdes e os timulos reais.

A crise no reno de Ghana provavelmente se inicia com sua conquista em 1077, pelos
almoravidas - dinastia que se origina com a expansdo dos berberes das codas atlanticas da
Africa. O reino sobrevive a0 atague berbere como tributério dos amorévidas, despido de seu
antigo esplendor e com territérios reduzidos. Mais tarde, em pleno séc. XVI, vamos encontré
lo decaido, como vassdo do impé&io Mdi, que ultrapassou 0 poder e riqueza que O reino
sarakolé havia conhecido nos melhores tempos. Apés a dissolucéo do reino de Ghana, surgiu
na regido uma s&ie de peguenos Estados independentes sarakolés sob as ordens, segundo

parece, dos antigos governadores provinciais.

2.8.8. loruba

As comunidades ioruba que se desenvolveram principadmente no sudoeste da atua Nigéria
condituiram um dos grandes centros civilizatdrios da Guiné e chegaram a influenciar outras
cvilizacbes da regido, como 0 reino Benin. Eda irradiacdo ndo se redringiu apenas ao
continente africano. Milhares de iorubas escravizados foram desembarcados nas costas

brasileiras, fecundando a cultura e a histéria do nosso pais.

S&0 incertas a origem dos povos ioruba  Provavelmente vieram das diversas migragoes das
regides entre o lago Tchad e o Niger. A tradicdo ora apresenta duas versdes para a géneses

dos povos ioruba:

= jl&ifé teria Sdo o proprio berco da humanidade. Todos os povos e  reinos

descenderiam do deus-rei Odudua, fundador da cidade sagrada.
= Oduduafoi o condutor de umamigracdo vinda do leste.

Ap6s a fundacdo da cidade sagrada, os iorubas ter-se-iam espalhado pela regido. Acredita
S que as comunidades iorubas tenham tomado forma no find do primeiro milénio de nossa

era

O apogeu da civilizagdo ioruba parece iniciar-se nos primordios do séc. X, época em que
Se edtrutura a importante tradicdo artistica ioruba e possivel época da fundacéo da cidade de
Oio, suacapitd politica.

A sociedade ioruba articulava-se em torno de cidades defendidas por possantes murahas,
onde habitavam os atifices, os camponeses e a aristocracia dominante. As cidades eram
relativamente independentes do poder centra. O chefe de uma cidade ioruba — o baé — tinha
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sua nomeecdo ratificada pelo senhor do reino e pela adtoridade religiosa maxima
Compartilhava 0 poder com uma assembléa de notéveis que era, na redidade, a detentora da
autoridade. O guarda das murdhas (em gerd, um magico — o babal6) recolhia os impostos
devidos pelos comerciantes, artesios e camponeses que vinham mercadgar os produtos no
espaco urbano. Uma grande aritocracia improdutiva controlava armas, o poder politico, o
comércio loca, naciond e internaciond. Quando se estruturou o tr&fego negreiro através do

atlantico, ela voltou-se com energia para a caca e venda de homens.

2.8.9. Lesotho

Os Sotho (ou Basotho — plurd bantu de sotho) estabelecidos no atud Transvad desde o
século XVI estavam entre os povos que se viram obrigados a migrar da regifo da Africa

Austrd, afim de resistirem a pressdo dos zulus em comecos do sec. XI1X.

Um grupo de Sotho rumou para o0 norte aé o Zambebe, enquanto outro, buscou refligio no
macico de Drakensberg mas tarde Basutolandia, agora L esotho.

2.8.10. Lunda

Na segunda metade do séc. XVI chefes bungus, com base a oeste dos Lubas ligaram-se por
um juramento de amizade e degeram um entre des mwata Mwaku. O filho deste Ultimo re,
Kondé, teve doais filhos e uma filha, Luedji, que foi escolhida como herdeira. Luedii recebeu o
bracelete de ferro rea e o titulo de swana mulunda (mée do povo Lunda). Em seguida, casou-
se com o principe luba llinga Shibinda, que estendeu para noroeste o poder lunda. Foi seu
neto e sucessor, mwata Yamvo (1660-1675), que estabeleceu redlmente o conjunto lunda
como uma das poténcias da Africa Centra, a ta ponto que 0 Seu nome passou a Seus
sucesores como titulo dinagtico. Ele expande seus dominios e para tornar mais eficaz a
administracdo, nomeia governadores de provincia que sf0 quase autbnomos mas devem pagar
tributo a0 rei. O re, cuja pessoa € sagrada, € deto por quatro dignatarios, que eegem

também, entre as suas parentas, a“mée do rei”. A sucessao € patrilinear.

O mito politico lunda dizia que cada rei s identifica com seu predecessor. Dai a
condtituicdo de uma gingantesca familia ligada ao primeiro rei, sendo todos aqueles que , de
uma manera ou de outra, estavam diados a0 soberano reinante equiparados ao parentesco
red. Ese sstema ea gustavel a quaquer estrutura preexistente e assegurava @ MeSMOo

tempo a eficiénciainterna da organizacéo lunda e suairradiacéo para o exterior.

Os lundas praticavam 0 mesmo sistema de parentesco perpétuo, este sstema complexo

segundo o0 qua o sucessor “se convertid’ no predecessor, recuperava seu nome, suas relagdes
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de parentesco seus cargos e prerrogativas. O sistema negava 0 passar do tempo para assegurar

uma coeréncia sem falha e uma continuidade assegurada atoda ordem socid.

Ese gstema pemitia  perpetuar assm relagbes de poder, nascidas de aliangas
matrimoniais, de conquistas, de integragbes e de acordos “fraternalS’ mutuos entre chefes.
Depois de 1500 se converteu em uma ferramenta poderosa para forjar um auténtico império,

agrupamento de varios reinos sob a autoridade dos lundas depois de 1500.

No séc. XVIII o reino opera uma ampliacéo de largo dcance e 0 generd Kanyembo ocupa
e organiza 0 pais. Seu filho Nganda lluda recebe em 1796 o pioneiro portugués Caetano
Pereira, estabelecido ao norte de Tete. Por intermédio dos Bisas do lago Bangweulu e dos
Yaos do lago Niassa, 0 cazembe entra em relagbes comerciais com a costa do oceano indico.
Egte proconsul lunda continuava, no entanto, a consderar-se filho de mwata Yamvo, a quem
pagava tributo em sd , artigos exdticos da costa de Zanzibar, mas, sobretudo, em escravos que
eram vendidos aos portugueses de Angola. Lunda recebia assm mercadorias portuguesas dos
dois oceanos e, em troca, expedia escravos de estados ao sul da Tanzénia, na costa oriental da
Africa Sua capitd é Maputo e a lingua oficid o portugués. A agricultura é sua principa
atividade econdmica sendo produtor de castanha de cgu dém de cultivar mandioca, cOco,
cana-de-acUcar e algoddn. O desenvolvimento industrial acontece nas areas de processamento
de dimentos e de refinamento de petréleo. Ha grandes recursos minerais como carvao, ferro,
bauxita, urénio, cobre e niqud. Tornou-se independente em 1975, gpds onze anos de luta

armada.

2.8.11. Macondes

Os Macondes ou Makondes sdo povos de lingua bantu que vivem no nordeste de
Mogambique e sudeste da Tanzénia As cds dos Macondes moravam originddmente em
Mocambique mas devido a questdes econdmicas — fadta de terra e dimento — aguns deles

mudaram para Tanzéniano s&c. XX.

A importancia socia e econdmica das mulheres € ainda grande na sociedade Maconde. As
mulheres sd0 consideradas as criadoras das clas embora ndo se possa fdar em uma sociedade
totalmente matriarca.

Os Macondes acreditavam que fazer cicatrizes no corpo os impedia de serem levados como
escravos. Apesar desta prética ndo mais exigtir, muitas mulheres cortam seu rosto e corpo e
esfregam cinzas nos cortes para formarem padrGes geométricos que so também encontradas

nas esculturas.
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Os Macondes sdo destemidos, artistas e fortemente seguidores de ritos de iniciagdo.
Nestes, tem sido hébito 0 uso de méscaras "mapico®” que € também a principal danca dos
macondes. Outra forma de expressdo cultura é a tatuagem e os dentes afiados, com fins

edtéticos ou de identificacdo aém das esculturas em madeira e marfim.

Os Macondes mantém sua reigido tradiciond apesar de Séculos de influencia peos
comerciantes idamicos. Suas préticas estdo centradas em torno da celebracdo e recordacdo
dos antepassados.

2.8.12. Mali

Segundo a tradicdo, o reino de Mai nasceu no ato Niger (fronteira da Guiné com o atual
Mali por volta de 1213, no seio do povo mainqué, sob a chefia de Allakoi Keita. Por essa
época, um chefe fugido de Ghana apds a conquista amoravida, fundou o0 reino Sosso. Seu
filho Sumanguru conquistou o reino de Mdi, gpds massacrar a familia red Keita, da qua sO
sobreviveu o filho mais novo, de sete anos, Sundiata, que era parditico. Exilado em Ghana,
onde, conforme a lenda, se curou gracas a seu grande poder mégico, Sundiata Keita, ou Mari

Data (o ledo de Madli), derrotou Sumanguru em 1235.

ApGs conquigtar 0s povos Vvizinhos, Sundiata tornou-se chefe de um vasto império que se
estendia do Senegd ao Niger e do sul da Mauriténia a zona florestal costeira, englobando trés

grandes regides auriferas sudanesas da época.

Sundiata foi um grande conquistador e um cuidadoso administrador que fez reinar a paz no
seu império, dividido em provincias governadas por farin (representantes). A sociedade
mandinga era formada por homens livres. Artesios e escravos, distribuidos em 13 dés.

Juntamente com a agricultura, tomaram vulto o cultivo e atecelagem do agodéo.
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3. O Circulo e o Quadrado
3.1. Introducéo

O circulo e 0 quadrado sfo duas formas geomélricas que gparecem nas civilizagdes
indiana, chinesa, babildnica, egipcia, africana e entre os indigenas brasileiros. Edas formas
et8 asociadas a rituas religiosos, astronomia,  arquitetura ou  tecdagem e muito
conhecimento geométrico pode ser identificado nestas civilizagbes a partir da andlise de como

essas formas foram incorporadas a cultura de cada um desses povos.

Pude identificar, durante minha investigacdo, méodos distintos de construgcdo do quadrado
e do cdculo da &ea do circulo em dgumas dessas civilizaghes que sequer sdo citados em boa
parte dos textos de Histéria da Matemdtica usados no ensno de graduacdo. Solucles
aproximadas para o problema da quadratura do circulo, um dos problemas classicos da

geometria grega, também gparecem no estudo de algumas dessas civilizages.

Acredito que a incorporacdo e a discussio deste conhecimento nos cursos de geometria
permitem uma mehor reflexdo sobre a natureza do conhecimento geométrico estudado no

ensino fundamental e médio e naformacéo de professores.

O circulo tavez sga 0 sSimbolo mais antigo desenhado pela raca humana e, desde o inicio,
exerceu um pape mais importante do que 0 Smplesmente decorativo: e emerge como uma
roda, usado no trangporte, agricultura e ceramica; € utilizado como simbolo do divino — nas
culturas orientais 0 retangulo representa 0 mundo materiad enquanto o circulo representa a
forma divina comprometida com a unidade. Simples de ser executado, € uma forma cotidiana
encontrada na natureza, vista nos céus como os discos do sol e da lua, presente na forma das

plantas, dos animais e nas estruturas geol dgicas naturais.

Quanto a discussio da época e de como o circulo e o quadrado surgiram, Seidenberg
afirma que edas formas remontam a pré-higdria; surgiram de atividades rituals, sfo figuras
sagradas e duais e foram estudadas pelos sacerdotes pela mesma razéo que estudaram as
edrelas. para conhecer melhor os deuses. Por outro lado, Gerdes afirma que a primeira nogéo
de retdngulo pode ter surgido através da confecc@o de esteiras e a formagdo do conceito de
circulo a patir da fabricacdo de formas cada vez mais adequadas a suas necessdades ou

observadas na natureza.”

A morfologia das ddeas dos indigenas brasileiros é dividida, conforme a planta da

dtuacdo em: circulares, retangulares e lineares A morfologia das casas em planta baixa

1 Pennick, N. p. 16, Baron, M. E.; Bos, H. J. p.11, Dahlke, R. p. 80 e p. 141
2 Seidenberg, A. p.523 ; Gerdes, P. p. 35 ep. 58



102

circular com cobertura cbnica ou clpula planta baixa diptica; planta baixa retangular
(subdividida em quadrados).

Os exemplos da figura 1.1 mostram algumas plantas baixas, feitas em escda, de casas
indigenas. Podemos identificar na planta baixa da habitacdo Kargid um quadrado e na da casa

aldeia Marubo um triplo quadrado. No esbogo da casa Xavante percebe-se que sua planta
baixa é um circulo.

(a) Casa Xavante
(b) Habitagdo Karaja

(c) Planta baixa: Casa-aldeia Marubo
Figurall

Estudos sobre pinturas rupestres astrondmicas mostram o circulo como uma figura
marcante na representacio da astronomia dos indigenas® [Figura 1.2].

Sol Figural1l.2

3 Costa, M. H. F.; Malhamo, H. B. p. 29 e 30
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Encontramos também, formas retangulares quadradas e circdares em diversos artefatos
dos indigenas brasileiros, como por exemplo:

Nos objetos de uso pessod como os anéis de cauda de camalefio ou de lagartixa
[indios Kargd); os anés de coco tucum [indios Surui de Rondonial; discos
auriculares de pawbadsa [indios Timbira]; coroa radid [indios do Rio Branco]; coroa

vertica [indios Java€]; abanos e mascaras [Figura 1.3].

(a) Anéisde cauda de camaledo e
delagartixateiu

(c) Coroaradial @C -
oroa verti
(b) Anéisde coco tucum

(f) Discosauriculares

(9) Mascaras

(6) Abano Figura 1.3

» Nas pecas de cestaria[Figura 1.4].

(b) (c) Basequadrada
(@)

Figural4




= Naroda de teto maruana representando lagartas sobrenaturais [Figura 1.5].

(@

Figural5 (b)

*  Nos utensilios domésticos utilizados no trabalho com a mandioca [Figura 1.6]

@ (b)

Figural6

= Nos desenhos para decoracéo de ceramicas, couro, potes, pratos etc [Figura 1.7].

@ (b) (©) )
Figural.7

= Nosobjetosrituais [Figura 1.8].

(b)
@ Figura 1.8
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Os antigos indianos associavam 0s deuses a quadrados e 0os humanos a retangulos. A
associacéo de deuses gerava um novo deus e isso os levou a buscarem a solucéo para resolver
varios problemas geométricos. Um dos mais famosos e complexos dtares indianos da época
védicaé o Altar do Falcdo. Sua estrutura basica € formada por 7 quadrados [Figura 1.9].

Altar do Falcdo

Figura1.9

Além disso, dguns dtares indianos so circulares como 0 dtar Sararathacakracit na forma
de uma roda com raios e outros quadrados como os diversos niveis do adtar Samuhaya.*
[Figura1.10]

@ ®)

Figura 1.10

A primera piramide egipcia, o timulo de Djoser em Saggara (c. 2750 a.C.) foi desenhada
por Imhotep, um homem de génio tdo excepciond que gpés sua morte, foi elevado a condicéo
de deus que fundamentou a medicina e arquitetura. A Piramide Escada [Figura 1.12] tinha
uma planta baixa quadrada e era mais uma "montanha sagradad’ em forma de escada que uma

pirdmide de |ados nivelados®

% Sarasvati, S. S. P. p. 141193
® Pennick, N. p. 43. Gerdes, P. p. 129
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Figura1.11

A maor piramide de Gizeh, [Figura 1.12] de 147 m de dtura e erigida no Egito antigo
durante o reinado de Quéops [c. 2545 a.C. — 2520 aC.] consderada na Antiglidade, uma das
sete maravilhas do mundo, tinha base quadrada.®

Figural1.12

A formacircular também é encontrada na carruagem egipcia’ do século XV aC.

Figura 1.13

= Nos pratos da balanca de madeira egipcia® com pesos de bronze na forma de animais

e passaros de cercade 1350 a.C. [Figura 1.14]

® Gerdes, P. p. 128
’ Childe, V. G. p. 726
8 Skinner, F. G. p. 783
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Figural.14

A tradicdo da edificacdo de montanhas sagradas atificials encimadas por templos — os
zigurates— tém raizes na Babilonia.

Os zigurates — obras mais representativas da construcdo na Mesopotémia — sdo templos em
forma de torre; sGo da época dos primeiros povos sumérios e sua forma foi mantida sem
ateragbes pelos assirios. Na redidade, os zigurates (piramides com degraus e rampas laterais
coroadas por um templo), eram edificagbes superpostas que formavam um tipo de torre de
faces escaonadas, dividida em véaias camaras. Havia na Babilonia um zigurate [Figura. 1.15]
cujas dimensgdes e cuja geometria tém sSdo recondruidas com o auxilio de evidéncias

documentais e arqueol dgicas.

Zigurate dgnifica "pico dos deuses: é uma montanha Sagrada, desenhada como
reproducdo miniaturizada do arranjo do universo e era orientada para as quatro direcOes
cardesais.

A tébula cuneiforme conhecida como Tabula Smith afirma que cada terraco do zigurate da
Babilénia possuia sua propria medida smbdlicaa O terceiro estagio, por exemplo, era um

quadrado com lados de seis covados.®

Figura1.15

9 Pennick, N. p. 53
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Na Mesopotamia, o circulo é encontrado na construcéo dos carros de boi®, como pode ser

visto na Figura 1.16.

c.800a.C.
Figura1.16

E no objeto feito em pratat! de antes de 2000 a.C. [Figura 1.17]

Figural1.17

Na China circulos podem ser encontrados, por exemplo, no modelo de recipiente para
vinho'? da dinastia Shang-Yin [c. 1766-1122 a. C.]. [Figura 1.18]

Figura1.18

10 Childe, V. G. p. 54
1 Maryon, H.; Plenderleith, H. J. p. 626
12 Maryon, H.; Plenderleith, H. J. p. 628
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Entre os povos africanos circulos e retdngulos s encontrados em varios dos seus

artefatos e objetos de uso pessoal, como por exemplo:

= Nadecoragéo de tecidos Bakuba, Bushngo e Congo[Figura 1.19]

®)
@ (©

Figura 1.19

= No chapéu Bafut e Congo [Figura 1.20]

@ ®)

Figura 1.20 (c)

= No colar de Ghana

Figura1.21

* Enosvasihamesde Benin e Mdi [Figura1.22).

®)

@

Figura 1.22
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3.2. Quadrados, retangulos e circulos
Vimos no inicio deste capitulo que um dos dtares publicos cuja construcdo esta descrita

nos Sulbasutras é o dtar do facdo. Sua forma bésica tinha uma &ea de 7% purushas'®

quadradas; o corpo do dtar era um quadrado 2 x 2 (4 purushas quadradas), as asas e a cauda
um quadrado de uma purusha cada. Para que a imagem pudesse estar bem proxima da forma
real de um péassaro, asas e caudas foram alongadas — a primera em um quinto de uma purusha

e asegunda em um décimo [Figura2.1]

Figura2.1

Este era o tamanho e aformado dtar do falcdo em sua primeira camada.

Na segunda construgéo, uma purusha quadrada era acrescentada, isto €, a &rea do segundo

dtar seria entdo de 8% purushas quadradas; na proxima construcdo, outra purusha quadrada

era acrescentada e assm por diante, até chegar a uma &ea de 101% purushas quadradas. E

claro que o sacrificador estd subindo uma escada e seu grau de sacrificio fica determinado ou
determina a &ea E importante observar que na construgdo dos atares maiores
(8%, 9%, ..., etc) amesmaformado dtar bésico é exigida.

Temos aqui 0 problema geomérico de congruir figuras semelhante a da figura 2.1 de

éreas81, 91, ..., €tc.
2 2

A dimens&o historica permite perceber alguns conheci mentos mateméticos como resultado
da necessidade oriunda das atividades de trabalho de certos grupos de profissionais. Assim

uma forma social da matematica surge, a saber, matematica como conhecimento basico de

13 Uma purusha equival e a altura de um homem com os bracos esticados paracima. Sarasvati, S. S. P. p. 44
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certas profissdes ou trabalhos, como por exemplo, o trabalho dos subakar as** indianos. Outro
exemplo desta forma social de matematica € o conhecimento matematico desenvolvido pelos
astrologos-astronomos da Antiglidade. Vemos assim um conhecimento matematico

estritamente ligado as fungdes préaticas como um meio de resolver problemas.

De acordo com a descricdo contida em Seidenberg™®, inicidmente eles acrescentavam uma
unidade a &rea tota dos sete quadrados sem o aongamento proporciond das asas e da cauda.
Depois faziam esse dongamento de forma proporciond, i.e., um quinto em cada asa e um

décimo na cauda.

Assm, o problema fica resolvido se soubermos como congtruir um quadrado de &rea igua

a de um retangulo dado. No caso do altar de area 8% , O retangulo teria dimensdes 1 purusha
1
por 1$ de purusha.

Um método utilizado pelos indianos para
=  Congruir um quadrado de &eaigud aum retdngulo
é encontrado no Baudhayana Sulbasutra e pode ser descrito como segue™®;

= Congderar um retangulo ABCD dado. [Figura 2.2

D C
X P
F R
L M [N
G Q
A B
Figura2.2

= Marcar L sobre AD, ta que AL = AB.
= Completar o quadrado ABML.

= Bissctar LD em X e divida o retahgulo LMCD em dois reténgulos iguais com a reta
XY.

14 Responsaveis pela construcéo dos altares.
15 Seidenberg, A. p. 491
18 O Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 2
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Mover o retangulo XY CD paraa posicdo MBON.
Completar o quadrado AQPX.
Girar PQ sobre Q até eletocar BY em R.

Desenhar RE parddaa Y P e completar o quadrado QEFG.

O quadrado QEFG tem amesma &rea do reténgulo ABCD.

O Baudhayana Sulbasutra ndo oferece nenhuma prova deste resultado mas, € possive

verificar a veracidade do método utilizando nossos corhecimentos de geometria plana.

No Apastamba Sulbasutra encontramos 0 seguinte méodo para resolver 0 mesmo

problema’:

Sga ABCD o retangulo dado. [Figura 2.3]

D C
L H / G
K F E
M A B

Figura 2.3

Levantar os lados menores sobre os maiores de maneiraque AF=AB =BE=CD
Tragar HG mediatriz dos segmentos CE e DF.

Prolongar EF até K, GH até L e AB até M, demodo que FK = HL =FH =AM
Tragar o segmento ML.

Congtruir um reténgulo cujadiagond €igud aL G e o lado menor igud aHF.

Entdo, o lado maior desse reténgulo € o lado do quadrado procurado.

Um modo de congruir o retdngulo indicado no sexto item € tracando uma
circunferéncia de centro G e rao HF e depois uma tangente a circunferéncia
passando por B. Alguns resultados da geometria estudada no ensno fundamentd e

meédio podem ser discutidos a partir da andlise desse método.

1" Mateméticas em india, p. 2
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Um outro fato caracteristico dos rituais indianos era a combinacdo de deuses em um Unico
deus. Como na religido indiana um deus era representado por um quadrado, a combinacéo de
deuses conduz a0 problema de achar um quadrado, igua em &ea, a soma de dois quadrados

ou mais quadrados dados.
No Satapatha Brahma (V1, 1, 1, 1-3) encontramos'®;

No comeco 0 Rishis [ar vitd] criou sete pessoas separadas, que eram semelhantes a
quadrados. .... Permita-nos fazer essas sete pessoas em uma Pessoal, em seguida Sete

pessoas séo compostas no atar do falcéo.
Um método pararesolver o problemade
= Congtruir um quadrado, igual em area, adois quadrados desiguais.
gparece em muitos dos diferentes Sulbasutras:
=  Sgam ABCD e PQRS dois quadrados dados. [Fig. 2.4]

=  Marcar um ponto X sobre PQ tal que PX sgaigual a AB.

A B P X Q

Figura24

* Entdo o quadrado de lado SX tem é&rea iguad a soma das areas dos quadrados ABCD
e PORS.

O fato de SX ser o lado do quadrado procurado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema
de Pitagoras.

Defato, pelo teorema de Pitégoras,
PX? + PS* = SX®
Mas,

AB? = PX?

18 Seidenberg, A. p. 492
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Logo,
érea (quadrado de lado SX) = SX? = AB? + PS* = &ea (PQRS) + &rea (ABCD).

Um sucesso notavel das mateméticas védicas foi o descobrimento de um procedimento
para cdcular raizes quadradas com ato grau de aproximacdo. O problema pode ter surgido
origindmente da tentativa de congruir um atar quadrado cuja area sga o dobro da de um

atar quadrado dado [uni&o de dois deuses em um deus]. Encontramos um procedimento para

determinar um vaor gproximado para J2 dado por Apastamba e Kayayana'® em seus
Sulbasutras que pode ser reformulado da seguinte maneira[Figura 2.5]:

SHI qArad gaATEAgda AreragiemaT afam: |
(Ap. SI. 1. 5and B. SI. 1. 61-62)!
Figura25

“ Aumente a medida em sua terca parte e esta terca parte em sua prépria quarta parte,
menos a trigésima quarta parte desta quarta parte. Este valor € uma gquantidade

especial em excesso.?””

Se tomarmos uma unidade como a medida do lado do quadrado, esta férmula da o

comprimento gproximado da diagoral do quadrado (lado do quadrado desegjado) com

= 1+1 Aodo 1adadod

TSy 3484835

RO L _577 & 414215686

3 334 3484 408

Um comentarista dos Sulbasutras, Rama, que viveu em meados do século XV d.C,
apresentou uma outra aproximagao para J2 acrescentando os Seguintes termos a equacao:

1 1
+
3X4x3433 3x4x34X34

Nenhuma indicacdo € dada de como os autores dos Sulbasutras acharam esse notavel
resultado. No entanto, vérias explicagcbes tém ddo propostas. Datta, em 1932, fez uma bela
sugestdo de como esta aproximacdo pode ter sido acangada

19 Amma, S.T.A.p. 42.
20 As traducdes dos textos em sanscrito que aparecem neste trabalho foram feitas a partir das traducdes para o
inglés encontradasem Amma, S. T. A.
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A idéa basica da sugestdo de Data para chegar a0 cdculo de 2 encontrado nos
Sulbasutras consste em tomar dois quadrados e recortar 0 segundo, montando-o em torno do

primeiro afim de obter um quadrado duas vezes maior.

Essa sugestdo é razoavel devido ao problema encontrado nos Sulbasutras, que pode ter
motivado o caculo desta aproximacdo para J2 ou sga,

Construir um altar quadrado, cuja area seja o dobro de um altar quadrado dado.

Cdculo aproximado de J2 usando asugestdo de Datta:

=  Tomar dois quadrados equivalentes.

G F
[ [ S R
2 3
5 3
C
| 1| 2
1
P Q
A B E Figura 2.6

= Cortar 0 segundo quadrado em tréstirasiguais.
» Colocar astiras 1 e 2 em torno do primeiro quadrado como indicado na [Figura 2.6].
= Cortar um quadrado no topo daterceiratira e colocar naposicéo 3.

Temos um novo quadrado, mas que ainda ndo é o quadrado procurado. Restam agumeas

partes do segundo quadrado que tém que ser reunidas em torno do primeiro.
2 : o
= Cortar as partes restantes (5 de uma tira) em 8 tiras iguais e amarar em torno do

quadrado que estamos construindo na [Figura. 2.6].

Usamos agora, todas as partes do segundo quadrado, mas a nova figura que construimos

ainda é quase um quadrado, faltando um pequeno quadrado no canto para completé la
O lado desse “quase” quadrado €
1 1a26_

1+—+ 1+E+
3

Laerd 1
3 8&35

34

gue sdo realmente os primeiros trés termos da gproximacao.
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®ld 1

A érea do pequeno quadrado e812 = ﬁ .
[4)

Para fazer a a&ea do quadrado AEFG aproximadamente igua a soma das &eas dos
quadrados originais ABCD e PQRS, imagine que se corte duas tiras muito estreitas de largura
x do quadrado AEFG no seu lado esquerdo einferior.

Ent&o,

2
2X +:I'+i0 Xzz&io

3 34y &34
Simplificando a equacao e ignorando X° (uma quantidade insignificante), temos

ox:8+ e L 0GRt o

3 34y 3><4g

" 2
2x§2+4+19 19
34 g &34g

.. .2
el7 5l 6 o g2l o fﬁg&
345 &345 34y &17 g 2

1
34434

A diagona de cada um dos quadrados originais &2, que pode ser aproximada pelo lado
do novo quadrado

(i.e)

\/E@_+E+i_ 1
3 34 344

As civilizacdes antigas usavam métodos aproximados para resolverem problemas o que
permitiu a solucao de alguns cujos métodos de resol ucao atuais exigem técnicas encontradas
na matematica em épocas maisrecentes. Analisar emum curso de formacéao de professores, 0s
diver sos métodos e técnicas encontrados na histéria da matematica e na etnomatematica para
resolver um determinado problema, discutir a possibilidade de colocar os alunos do ensino
fundamental e médio em contato com aquel es métodos que fossem adequados ao seu nivel de
escolaridade epropiciar a oportunidade de discutirem métodos descobertos pelos proprios
professores-alunos poderia incentiva-los a fazerem um trabalho semelhante no ensino

fundamental e médio..
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O Katyayana Sulbasutra também fornece um méodo para combinar quaquer nimero de
guadrados de mesma aea em um Unico quadrado cuja area sga igual a soma das areas dos

quadrados combinados. [Figura 2.7].

Figura2.7

Datta’! fornece a seguinte interpretacdo para o texto

Tantos quadrados [de lados iguais] quantos vocé desgja combinar em um, a linha
transversal sera um a menos do que isso [0 nimero de quadrados], duas vezes o lado
sera um a mais do que isso [0 nimero de quadrados]. Ele serd um tridngulo. Faca

aquele [o lado do quadrado desegjado] como sua altura [do triangulo] .
O método proposto pode ser descrito, como segue:

= Sga n o nimero de quadrados iguais que devem ser combinados para formar o

Unico quadrado e a o comprimento dos lados de todos os quadrados a serem

combinados.
. A . (n+1Da .
= Congruir um trigngulo ABC isdsceles de lados - ebase (n-1)a [Figura 2.8]
C
AC=BC= w
AB=(n- 1a
A D B
Figura2.8

= Congruir aaturaCD do tridngulo ABC.
= Congtruir o quadrado de lados CD. Este é o quadrado.
Defato,

> A &eado quadrado delado CD éigua a(CD)>.

> Pdo teoremade Pitégoras, CD* = AC* - AD?

%! Dattaapud Amma, S. T. A. p. 43
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Logo,

D? = (n+)’a® (n-1’a
4 4

C

_(nP+2n+1-n*-2n-D&
= 2 = na

Métodos para construir quadrados cujas areas sdo fragbes da &rea de um quadrado dado,

também sdo encontrados nos Sulbasutras. Por exemplo, como o dtar Sautramani € %do

Saumiki, os Sulvasutras fornecem um método para construir quadrados cuja &ea é %daquela
de um quadrado dado. O método utilizado pode ser generdizado para uma fragdo qualquer da
area do quadrado.

O méodo [Figura 2.9] apresentado no Katyayana Sulbasutra pode ser interpretado como
Segue

Figura29

= Dividir o quadrado dado em 9 partes iguais, dividindo cada um dos seus lados em 3
partesiguais[Figura 2.10]

Figura2.10

= Cadaum dos quadrados da divisio tem areaigua a % daquela do quadrado dado.

= Combinar 3 destes quadrados para formar um quadrado de &ea %daquela do

guadrado dado.
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Podemos, através de um processo indutivo, levar nossos alunos a perceberem que este

método utilizado pelos indianos pode ser generalizado fornecendo-nos um método para

. L m
construir quadrados de area igual a — da area de um quadrado dado.
n

Se desegjamos construir um quadrado de area igual a m daquela do quadrado dado,
n

procedemos do seguinte modo:

» Dividimos os lados do quadrado em n partes iguais, construindo uma malha de

guadrados cuja area éigual a iz da area do quadrado dado.
n

= Combinamos nm desses quadrados para formar um quadrado de area mni2 -m da

n n

area do quadrado dado, resolvendo assim o problema.
Um outro problema, semehante ao anterior, encontrado nos Sulbasutras
Dividir um quadrado em 21 retangul os congruentes.
A solucéo € do mesmo tipo da que acabamos de apresentar.

“Tendo dividido o quadrado ... em sete partes (por linhas tracadas de leste para

oeste) temos que dividir suas larguras emtrés partes.”

Encontramos também nos Sulbasutras o problema de determinar a intersecdo de dois
circulos com centros A, B e raios a e b, respectivamente®® Para resolver este problema eles

utilizam o seguinte método:
= Tomar umacorda de comprimento a+ b.

* Fazer uma marca a uma digéncia a de uma das extremidades amarrando esta

extremidade em umaestacaem A.

=  Amarrar a outra extremidade em B, erguer a corda pela marca e estica-la até a marca

tocar o solo em C. C é um dos pontos de intersecdo dos dois circulos. [Figura. 2.11].

C

Figura2.11

22 Uma das excecdes citadas no Cap. 5. Mas essa excecdo pode ser substituida por uma permitida pelos
postulados de Euclides e, de fato, é executada as vezes pelos proprios ritualistas. [ Seidenberg, A. p. 498].



Esta construgéo permite:
= Encontrar os pontos de intersecao de dois circulos semtracar os circul os.

= Perceber que doiscirculos podemnédo seinterceptar, seinterceptarememum unico
ponto ou se interceptarem em exatamente dois pontos [Figura. 2.12.]

Figura 2.12

= Perceber quedoiscirculosnéo seinterceptamsea+ b émenor queadistanciaentre
ospontosAeB[d(A,B)] oua> d(AB) + boub> d(AB) + a; seinterceptamemum
anico ponto quando a + b = d(A, B) e se interceptam em exatamente dois pontos se
d(A,B)<a+ be a<dA B)+be b<d(A B) + a.

» Essa Ultima relacéo é a desigualdade triangular (i.e.) a condicdo necessaria e

suficiente para que trés segmentos de reta determinem um triangulo.

A discussao dos problemas aqui apresentados em um cur so de formacéo de professorese
a analise de quais conhecimentos geométricos estdo implicitos nestas construcfes
per mitem uma ampl a discusséo sobre o conceito de circulo, de mediatriz, bissetriz, altura
e suas propriedades; sobretriangulosisosceles, métodos de construcdo comreégua e
compasso e coma utilizacao de softwar es geométricos de perpendicul ares, mediatrizes,
guadrados, ponto médio de um segmento, divisao de um segmento em n partesiguais,
propriedades sobr e diagonais deretangul os e quadrados; detangentesa circunferéncia;

areas de retangulos, triangulos etc.

Com relacdo a aea de reténgulos, nos papiros conhecidos fica claro que os escribas
egipcios achavam a &ea de retihgulos multiplicando comprimento e largura como fazemos
hoje?®

B Gillings, R. J. p. 137
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No problema 49 do papiro Rhind®*, a &ea de um retingulo de comprimento 10 khet®® e

largura 1 khet®® é encontrada como sendo 1000 x 100 = 100 000 cubitos quadrados.(Figura
2.13)

N AV
A

()

Figura2.13

(a

A é&ea foi dada pelo escriba como 1000 &ixas cubicas, que sfo retangulos, usudmente de
terra, 1 khet por 1 cubito.

No problema 6 do papiro Moscou, 0 clculo da aea de um retdngulo € usado em um
problema de equactes Smultaness.

O problema mostra como calcular as dimensdes de um retangulo de &rea 12 e comprimento

2 4 dalargura.

O texto que acompanha o retdngulo da figura 2.14. pode ser interpretado do seguinte

/i
s

Figura2.14

= Método para calcular [as dimensdes| do reténgulo;

= Sedigo queo retangulo de &ea 12 tem largura2 4 e_l+ 1_3d

g 4 44

do comprimento;

24 Gillings, R. J. p. 137; Robins, G.; Shute, C. p. 47

2% 1 khet = 100 cubitos

26 O escriba a0 copiar cometeu um erro, colocando 2 khet ao invés de 1 khet e repetiu em sua figura, mas ndo
existem erros em seus célculos com 1 khet.

2" Gillings, R. J. p. 135
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= Cdcular 24 atéobter 1[oinversode2 4 ]. Resultado 1 3 §L+

wl kR

= Cdcular 12 vezes 1 3. Resultado 16;
= Cdcular seu angulo [raiz quadrada). Resultado 4 para o comprimento;
= 24 [ded] é3paraalargura
Se x ey s90, respectivamente, 0 comprimento e a largura do reténgulo de &ea A, temos na
notacdo moderna o sstema:

} xy =A [12]

%y ::—:x [y €24 dex]

Resolvendo em x
3 2 2 4 —
SXP =A% I® X =—A X =16]
4 Snversodezg’ A 3
Portanto,
,4 ,
X = §A [X = 4] para 0 comprimento,
e

{4
:Z §A [y =3] éalargura

A prova de que os babilénios cdculavam o comprimento da diagona de um quadrado

usando uma boa aproximacdo para J2 pode ser encontrada na tébula babilénica pertencente
a0 antigo império babilénico e que faz parte da colecéo da Universidade de Yae?®.

Nela encontramos um diagrama como modgtra a figura 2.15 onde o nimero 30 indica o
comprimento do lado do quadrado e dos outros nimeros, o superior € 1;24,51,10 indicam o

comprimento da diagona do quadrado — no Sstema sexagesmdl.

28 Joseph, G. G. p. 152
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1;24,151,10
42;125,35

Figura2.15

Em notacéo decimd este nimero corresponde a

1+ 24i +51—12 +1Oi3 =1,41421296296296
60 60 60

O nimero inferior 42;25,35 corresponde em notacdo decima a

42 + 25% + 35% =42,426388888888
que é o resultado do produto de 30 por 1,41421296296296. Isto significa que o texto
babilénico nos mostra o cdculo da diagonal de um quadrado de lado 30 usando 1; 24,51,10
como congtante multiplicativa para determinar esta medida a partir da medida do lado do
guadrado.

Assm, o0 modo como os babilénios caculavam a diagona d de um quadrado de lado |

pode ser escrita na notagéo atual como
d=~/2¢

que é a formula que utilizamos hoje e que pode ser deduzida a partir do teorema de Pitagoras.
Segundo Josept?®, este é um dos problemas que sugere que os babilénios conheciam o

teorema de Pitégoras e o utilizavam cerca de mil anos antes de Pitégoras.

Um outro problema sobre reténgulos esta em uma das 500 tabulas de argila, 0 YBC 7289,
de cerca de 1750 aC., encontrados em 1962 em Tdl Dhibayi, perto de Bagdd Neste
problema geométrico é dada a area e 0 comprimento da diagond de um retdngulo e pede suas

dimensdes.°

= Achar o comprimento e a largura dada sua area, 0;45 [0.75] e sua diagond 1;15
[1,25].

29 Joseph, G. G. p. 173
30 Joseph, G. G. p. 173; Fauvel, J; Gray, J. (Ed) p. 32
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A solucgo sugerida®® pode ser descrita como segue:

Multiplicar aérea por 2. Resultado 1;30 [1,5]

= Hevar ao quadrado a diagona. Resultado 1;33,45 [1,5625]

= Subtrair o primeiro resultado do segundo. Resultado 0;3,45 [0,0625]
= Achar araiz quadrada. Resultado 0;15 [0,25]

= Dividir por 2. Resultado 0;7,30 [0,125]

= Achar aquarta parte de 0;3,45. Resultado 0;0,56,15 [0,015625]

»=  Somar aérea. Resultado 0;45,56,15 [0,765625]

= Achar araiz quadrada. Resultado 0;52,30 [0,875]

= Comprimento = 0;7,30 + 0;52,30. Resultado 1.

= Largura= 0;52,30 - 0;7,30. Resultado 0;45 [0,75]

Chamando de x e y 0 comprimento e a largura do retangulo, A sua &ea e d o comprimento
da diagond, a solucdo babilbnica nos conduz ao seguinte méodo para resolver o problema

que pode ser reformulado do seguinte modo:
Determinar 0 comprimento X e alarguray de um retangulo de &ea A ediagond d.

Como os babilénios caculavam a &ea do retdngulo como o produto dos lados e o
comprimento da diagona usando o teorema de Pitégoras, o problema se reduz a resolver o
ggema

i xy=A
I
fVx*+y =d

Seguindo os passos sugeridos pelo texto babildnico temos:

= 2xy=2A
= Xy =P

= XP+yP-2xy=d*-2A ® (x-y)’=d*- 2A
= |x-y|=+d*- 2A
[x- Y _ - 2A

2 2

31 Joseph, G. G. p. 173
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d*- 2A

- %[x2+y2- 2xy] =

1 2 2 d2'2A (X+y)2 d2+2A
s X2 +y2- 22Xy +xy = — T+ A® =
4[ y y]+xy 2 2 2

[X+y] _ Vd® +2A

2 2

x+y| [X- Y NP +2A V- 2A
2 2 2

= Comprimento=x = |

|X+y|_ |X- y||: \/d2+2A ) \/dz_ 2A|
2 2 | 2 2 |

* Lagura=y= I

= Vemos aqui, claramente, um procedimento para resolver um sstema de equacdo do

segundo grau a duas incognitas usando o método de completar quadrados.

Joseph® considera que este exemplo resume a versdilidade da matemética bebilonica e
gue & se reuniu um grupo de pessoas que pela primeira vez combinou a aritmética, a dgebra

e ageometria pararesolver problemas.
Outros problemas sobre reténgul os encontrados nas tébulas babil 6nicas sdo:

= Uma &ea A, que consiste na soma de dois quadrados, é 1000. O lado de um dos
guadrados € 10 menos do que os dois % do lado do outro quadrado. Quais os lados

do quadrado? [Encontrado em uma tébula de argila de Strasburgo que data de 1800
aCl]

= Na tabula do Louvre de cerca de 300 a.C. ha quatro problemas relativos a reténgulos

de &reas unitérias e de um dado semiperimetro. Pedem-se os lados do retangulo.*

Os problemas sobre clculo de a&eas no texto chinés, Jiuzhang suanshu estéo,
principdmente, no Capitulo | intitulado fang-fien ou “medida de campos’. A &ea de um
quadrado e de um retangulo é calculada como o produto dos lados de modo andogo ao das
demais civilizagBes aqui estudadas™.

Para cacular a &ea de um poligono, 0 processo geralmente usado pelo comentarista do

Jiuzhan suanshu, Liu Hui, consste em decompor a figura de modo a congtruir um retangulo

32 Joseph, G. G. p.175
33 Eves, H. p. 79
34yan, L.; Shiran, D. p. 41; Mikami, Y. p. 10
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de mesma aea da figura dada. Eda técnica é semelhante a usada pelos indianos nos
SQulbasutras e por Euclides no Livro | dos Elementos.

O livro | do Jiuzhang suanshu comega com a area de um campo retangular. No problema 1
nés lemos:
= Agora temos um campo: ele tem 15 “passos’ de largura e 16 de comprimento. A

questdo € Qual o tamanho do campo?
A resposta: (= 1 Mou) é dada.

O segundo problema é semehante a este e a resposta também é dada. Entdo uma forma
gerd € apresentada. De acordo com Seidenberg, com poucas excegdes, este € o formato
usado em todo trabaho: um ou dois problemas de agum tipo sdo colocados, a resposta €
dada, e aregrageral apresentada®

I'sto sugere um método para descobrir férmulas ou para levar os alunos a aceitaremuma
férmula para resolver um problema. O risco aqui € do aluno achar que a reciproca &
verdadeira. Isto €, que para verificar a aplicabilidade de uma formula seria suficiente
comprova-la apenas em alguns exempl os particulares.

O objetivo do livro IV o shao-kuang é a determinacdo de um retangulo, cuja area e lados

s20 dadas e a avdiacdo de raizes quadradas e clibicas de um dado nimero.
Um dos problemas deste capitulo &
» Dada&eade um campo retangular e sualargura, qua € seu comprimento?

Aqui o problema é resolvido por uma smples divisso. Os 11 primeiros problemas so
sobreigto.

O problema 12 pergunta sobre o lado de um quadrado de 55225 Pu. Resposta: 23 medidas.
Aparece ai araiz quadrada. O trabalho estano ssemadecimd.

3.3. A quadratura do circulo

Clculos da aea do circulo e comprimento da circunferéncia sdo encontrados na
cvilizacgo indiana, egipcia, babilbnica e chinesa Cada uma ddas utilizou méodos
especificos que nos levam a diversos valores parap.

Como vimos anteriormente, na antiga civilizacdo indiana existiam sepulturas quadradas e

circulares €, por um motivo que ndo se conhece, as duas sepulturas teriam que ter a mesma
area

3 seidenberg, A. p. 107
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IS0 conduziu aos problemeas:
> Dacirculatura do quadrado®
Achar um circulo igual em area a um quadrado dado.
Solucdo apresentada no Apastamba Sulbasutra:
= Dado um quadrado ABCD (Fig. 3.1)

= Achar o centro.

= Girar OD paraaposicao OE, que estd nalinha OP, onde P € o ponto médio de CD.
= SgaQopontoentrePeE, ta quePQ:(%)PE,

= QO circulo desgado tem centro O eraio OQ.

N4

Figura3.1.

Se ¢ é o lado do quadrado e d o didmetro do circulo temos que o raio r do circulo é dado

por:
_d 1 1

— OP+=PE =—+=(OE- OP

2 - OQ* 3 2 3( )

L 1ae\/_z zO_ﬂ %_ (V2+2)¢
"2 2 6

Esse resultado para o raio do circulo apdia a afirmacdo de que o problema de calcular

vaores gproximados para «/5 pelos indianos, poderia estar associado a0 problema da

36 Eves, H. p. 257; Seidenberg, A. p. 515, p. 173 e p.325; Serres, M. p. 158; Katz, V. J. J. p. 41; Joseph, G. G. p.
317; O’'Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 3
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circulatura do quadrado como afirma Seidenberg®” e ndo da duplicacdo do quadrado como
sugere Joseph™ e a sugestdo de Datta para chegar a0 céculo de V2 encontrado nos

Sulbasutras.

Comparando 0 resultado obtido pelos indianos com a férmula para &ea do circulo que

conhecemos hoje temos:
pré=?
onde
(JE+ 2) 14
r=
6
ou sga,
()
p =
36
(i.e)
bo_ 3
W2+27%

Substituindo pela aproximacso para 2 usada pelos indianos™ obtemos um valor de
p @3,088307912737542133077746960838
> A quadratura do circulo®®:
Construir um quadrado de area igual a de um circulo dado.
Solucgo apresentada pelos indianos nos trés Sulbasutras*:

"Se vocé desgja transformar um circulo em um quadrado, divida o diametro em oito
partes e novamente uma dessas 8 partes em 29 partes, dessas 29 partes remova 28 e,

além disso, a sexta parte (da parte deixada) menos a oitava parte (da sexta parte).”

Ou sgja,

37 Seidenberg, A. p. 517

38 Joseph, G. G. p. 319

39 Ver pag . 114 deste capitulo.

40 A quadratura do circulo é um dos trés problemas cléssicos da geometria grega juntamente com a trisseccéo do
angulo e duplicagéo do cubo.

1 Joseph, G. G. p.318, Seidenberg, A. p. 326; p.173; Katz, V. J. p. 21
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£=d-§9+ d + d - d u
&8 829 6.829 8.6.8.294

onde d € o didmetro do circulo.
IS0 equivale atomar como gproximacao parap o valor:

p @8,02802501491486656097238736953362

Vde a pena observar que muitos vaores diferentes de p aparecem nos Sulbasutras,

incdusve vdores diferentes em um mesno texto. Cada congtrucéo implicava em um agum

vaor de p. Por exemplo, no Baudhayana Sulbasutra, aparece o valor de Ezslzg como também

&e @ Em Sulbasutras diferentes todos os vaores 2.99, 3.00, 3.004, 3.029, 3.047,

289 361
3.088, 3.1141, 3.16049 e 3.2022 podem ser achados e o valor p = % =3.125 é encontrado no

Manava Sulbasutras™.

Os chineses edavam familiarizados com a rdacdo entre a &ea, 0 comprimento da

crcunferéncia e o didmetro do circulo.

O Jiuzhang suanshu ou Chiu-Chang Suan-Shu propde quatro férmulas para cacular a érea

do circulo*®
[ A :Exg
2 2
™ A :%
4
™ A :Ed2
4
n A :ic:2
12

onde d € o didmetro do circulo e C o comprimento da circunferéncia.

As duas Ultimes formulas usam p = 3 mas as duas primeiras SB0 equivalentes a que

utilizamaos hoje.

42 O’ Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 3 Seidenberg, A. p. 103
3 Martzloff, J. C. p. 277; Mikami, Y. p. 10; Eves, H. p. 243; Cgjori, F. p. 71; Boyer, C. B. p. 134; Katz, V. J. p.
21
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No Jiuzhang suanshu nos encontramos explicitamente a formulaA = %xda gque vem
primeiro e a solucdo agpresentada em alguns problemas poderia nos levar a ver as outras como
derivadas desta e do fato de C = 3d. Isto ndo implica que A :%x% tenha sdo a formula
favorita mas exise alguma razéo para pensar que ela tenha Sdo, desde que nas regras para um

. ) i , C d,
dlindro circular e um cone dircular aformula A = EXE é usada.**

No problema 31 do capitulo | do Jiuzhang suanshu encontramos™®:

“ Temos um campo redondo; a circunferéncia € 30 Bu, o diametro 10 Bu. Qual € o

tamanho do campo?
A resposta diz: 75 Bu*®

Observe que nesse problema eles estéo consderando p = 3 e portanto C = 3d justificando o0

argumento acima.

E interessante observar que o dado sobre o comprimento da circunferéncia ndo é necessario
para resolver o problema.

No problema 32 do capitulo 1 é feita a seguinte pergunta”:

Um campo circular tem perimetro de 181 medidas, um diametro de 60 e um terco. Qual
ésua area?

A reposta € a seguinte;

A érea éigual a metade do perimetro vezes metade do diametro.

Aqui a formula A =%>% foi utilizada e os dados do problema indicam que para o

perimetro foi usada a formula C = 3d o que sgnifica que p foi condderado como sendo igua
a3. Masumavez o argumento acima fica judtificado.

Encontramos também no segundo didogo do Zhoubi suanjing*®

No solsticio de inverno a oOrbita do sol tem didametro de 476 000 milhas, a

circunferéncia da 6rbita sendo 1 428 000 milhas.

Também, neste caso a circunferéncia do circulo é tomada como trés vezes o diametro.

44 Seidenberg, A. p.109. Ver capitulo deste texto.

> Horng, W-S. p. 404; Seidenberg, A. p. 180

46 Bu éigual aaproximadamente 126 cm. Horng, W-S. p. 406 e p. 38

47 Siu, M-K. p. 62 ep.159

8 O mais vel ho trabal ho matemético deixado pelos antigos chineses. [Mikami, Y. p. 5]
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Esse resultado é curioso porque € smples perceber que o comprimento da circunferéncia é
maior do que 3 vezes o0 didmetro. Talvez esse vaor tenha sdo usado por tdo longo periodo
por ser facil de cdcular, e porque o resultado servia para propdsitos préticos. Ou tavez, tenha
sdo passado pelatradicéo e fosse dificil mudélo.

A formula

I

pode ser derivada de

A

cd
4

subdtituindo C por 3d, ou ser encontrada pela média das aeas de quadrados inscritos e
circunscritos na circunferéncia [Figura 3.2].

Defato,

O lado de um quadrado circunscrito a uma circunferéncia de didmetro d éigud ad.
- . L J2d
* Olado ¢ 8o quadrado inscrito a essa crcunferénciaéigud a —

2
As &eas dos quadrados inscritos e circunscritos sdo portanto, d? e a respectivamente.

Assim, amédiadetasareas noslevaa %dz.

Figura3.2

Esta solucéo para o problema da area do circulo pelas médias das areas dos quadrados
inscritos e circunscritos poderia ser uma tentativa de resolver o problema da quadratura do
circulo tomando um quadrado intermediério como fez Bryson.
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Mas os chineses ndo ficaram satisfeitos com este valor para p. De acordo com 0 Sui-shu*®,
gpareceram na China muitas pessoas interessadas no problema da quadratura do circulo. Entre
ees estfo Liu Hang, Chang Héng, Liu Hui, Wang Fan que cdcularam o comprimento da

circunferéncia obtendo, cada um deles, resultados diferentes.

Uma das primeiras tentativas para cacular um vaor aproximado para p diferente de trés se
deve ao astrbnomo e congrutor de caendarios Liu Hsing que viveu imediatamente antes do
comeco da era cristd. Com ingrugbes de seu senhor, Wang Mang, para que fabricasse uma
medida padréo de capacidade, Liu Hsng criou uma vaslha cilindrica fabricada em bronze —
para ser usada como medida padréo de capacidade. Essa vasilha tornou-se o protétipo de
centenas de vadlhas semehantes produzidas e digtribuidas por toda China. Infdizmente, ndo
sabemos o vaor que de utilizou para p, mas do exame das dimensdes de uma destas vasilhas
(agora conservada em um museu em Pequim) aguns comentaristas deduziram que Liu Hang
utilizou um vdor de p = 3,1547. Edta idéa estd gpoiada em um paragrafo do Sui Shu
(Higtoria Oficid da Dinegtia Sui) no qua se afirma que Liu Hing havia encontrado um novo
valor parap subgtituindo o vaor antigo.

O céculo de Chang Héng — astrélogo da corte que viveu no séc. | de nossa era — da érea

do circulo, também esta perdido, embora seu vaor de p sga encontrado em uma observacdo

feita por Liu Hui no Jiuzhang suanshu como J10, um cdculo gue também se encontra na
matemética jaina na india e que havia Sdo comunicado por Umasvasti aguns séculos antes.
Chang Héng congtruiu um globo celeste que serve para ilustrar 0s movimentos dos corpos

celestes, consderando a Terracomo centro do sistema.

O céacuo de Wan Fan para a &ea do circulo, levou ao resultado 142 para a circunferéncia
de diametro 45. Isto corresponde a tomar p = 3.1555... Nao conhecemos os detalhes sobre o

modo como Wan Fan resolveu o problema da quadratura.®®

Para provar a formula A :%x% o comentarista Liu Hui (find do séc 11l d. C), usa uma

gproximacdo que envolve a passagem ao limite gpos aproximar a &ea do circulo usando uma
sequiéncia de poligonos regulares inscritos — o primeiro poligono sendo um hexégono e cada
poligono seguinte tendo o dobro do nimero de lados do anterior>*. Esta técnica é semelhante a
usada por Arquimedes e por Antiphon em sua tentativa para resolver o problema da
quadratura do circulo. Mas o trabaho de Liu Hui € bem diferente de seus antecessores gregos.

9 Histéria oficial daDinastia Sui. [ Mikami, Y. p. 46]
%0 Mikami, Y. p. 46-47, Joseph, G. G. p.264
%1 Este método é conhecido como Gen Yuan “divis3o do circulo”. Horng, W-S. p. 39
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O raciocinio de Liu Hui engloba uma seqiéncia de afirmagbes que surgem do estudo de
umafigura irremediavelmente perdida

Fazendo uma figura, tome o lado do poligono de 6 lados [liugu®?], multiplicando-o pela
metade do diametro e triplicando aquele obtemos a area do poligono de 12 lados. Se
dividirmos entéo, [0 circulo] novamente, teremos o poligono de 12 lados, multiplicando
pela metade do diametro e multiplicando aquele por sei's, obteremos a area do poligono
de 24 lados. Quanto mais fino for o lado, mais a perda decresce para o lado. Dividindo
outra vez e outra vez até ficar impossivel dividir (mais uma vez) obteremos a

coincidéncia com a substancia do disco e ndo existe mais qualquer perda.>?

* Doisresultados particulares sfo afirmados sem mais detalhes:

onde A; e ¢, Sdo, respectivamente, a area e o comprimento do lado de um poligono regular

inscrito em um circulo de didmetro d.

= Um resultado gera, ou conclusdes relacionando o que acontece quando o nimero de
lados do poligono cresce, € enunciado de um modo assertivo.

Ese tratamento sistematico para cadcular um vaor aproximado de p e estd contido no
notavel comentario de Liu Hui sobre o Jiuzhang suanshu, no qua a &ea de um circulo é

calculada usando a primeira formula®*

Na tentativa de explicar esta formula e a utilizagdo do vaor 3 paa a razéo entre a
circunferéncia e o didmetro, Liu Hui trabalhou no sentido de encontrar um método para obter
uma goroximacdo para p. Seu método tem adguma semehanga com a agproximagdo de
Arquimedes, de 400 anos antes.

Podemos interpretar 0 método de Liu Hui do seguinte modo®°:

= Condderar o circulo decentro O eraior [Figura3.3].

52 gu é um vaso angular sacrificial; portanto aidéia de usar seu nome para denotar poligonos. O prefixoliu (seis)
indica o nimero de lados do poligono [Martzloff, J. C. p. 278]

%3 Martzloff, J. C. p. 278

% Joseph, G. G. p. 266.

%5 Su, M-K. p. 62; Horng, W-S. p. 406
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D C E
AT T 5
Figura 3.3

Ocirculo dafigura3.3 tem centroO erao OC =r.

Sga AB = s o lado de um poligono regular de n lados inscrito no circulo que tenha o

perimetro conhecido.

Entdo, dados s e n, utilizamos o teorema de Pitagoras e caculamos.

.2

OH=u= rz-aeisg

82 7]
CH=m=r-u

onde w é um dos lados do poligono regular de 2n lados.

A repeticio deste procedimento produzirh medides cada vez mas proximes a
crcunferéncia do circulo, em termos da qua pode se definir p. Podemos usar um

procedimento semelhante com poligonos circunscritos.
No exemplo dado por Liu Hui, OR =r =10, n= 6 e PQ = s= 10, e portanto,
u =/100- 25 @8,660254

m =10- 8,660254 =1,339746
w, @b,176381

A primdra iteragdo produz w, @b,17638lcomo 0 comprimento do lado de um
dodecagono regular. Repetindo 0 mesmo processo para um dodecagono com s = 5,176381

nos da

w, @,610524
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O processo iterativo continua até que encontremos o comprimento do lado do poligono

regular inscrito de 96 lados. Entdo, a &ea de um poligono regular inscrito de 2n lados é
gproximadamente igua a%nsr, onde s é o comprimento do lado de um poligono regular de n

lados inscrito em um circulo de raio r. Para as dimensdes dadas anteriormente,
1, .. ,
A, = E(6 107 10)- =300

€ a &rea de um dodecagono.

Anaogamente,
1 1,... ,
A, = Ensr= 5(12 5,176381" 10) = 310,5829

€ aarea de um poligono regular com 24 |ados.
Continuando destamaneira, Liu Hui encontrou que
Ags = 313,9344 e A192 = 314,1024

Observando que a &ea do disco pode ser inteiramente coberta por 96 figuras poligonais
idénticas a OADEB, ele percebe que

Azez < A < 96 &res{ OADEB]

Mas
Aresf OADEB] = &ea OAB] + &reg] ADEB]
= &rea[OAB] + 4 &egHAC]
= &rea[OAB] + 4[area[OAC] — &reg OAH]]
= area[OAB] + 4[area[OAC] —% ares[ OAB]]
= &rea[OAB] + 4 [area[OAC] — 2 &rea[OAB]
Como
96 &rea[OAB] = Ags €192 area[OAC] = A1g2
temos

Age < A < Agg + 2A102 — 2Ag6

ie)
A9 <A <2A192 — Ags
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onde A éaéreado circulo.
Isolevaa
314,1024 < A < 314,2704
Portanto,
A @3l4eS<A<s

onde, S é aareado quadrado circunscrito e sado quadrado inscrito.

Asam,
A_A _157
d® S 200
ou sga,
pr _p _157 57 _
E FPag—ow® =3.14
4r* 4 200 P 50

Existem certas semelhangas entre a obra de Arquimedes e a de Liu Hui. Osdois utilizaram
0 método da exaustdo mas Arquimedes estava preocupado, principamente, com o caculo do

comprimento da circunferéncia do circulo e o interesse de Liu Hui se centrou claramente em
56

p.
Se compararmos a razéo entre o didmetro do circulo e o bdo do quadrado de mesma area

encontrados pelos indianos no problema da circulatura do quadrado temos que:

2(v/2+2) _J2+2
6 3

d _
gl

com a razao entre 0S MeIMOs entes geometricos encontrados pelos chineses na solugdo do
problema da quadratura do circulo

d,
62

&l

vemos que

Shels e
g
R

%6 Joseph, g. G. p. 270, Lay-Yong, L. p. 36-39. Seidenberg, A. p. 115-117



137

Isto €, os dois problemas conduzem a aproximadamente a mesma razéo.

A discussao da solucéo apresentada pelo comentarista chinés Liu Hui, permite trabal har
com os alunos questdes como: poligonosregulares cujoslados sdo miltiplosde seis, suasareas
e a facilidade dos métodos para cal cula-las— que ndo sdo gerais para poligonosregularesden

lados, n > 3).
No Egito dguns dos ceeros ou depdsitos de provisies tinham a forma de um cilindro
circular reto. Assm, ees conheciam um méodo para 0 cdculo do volume de um cilindro e

este era andogo a0 modo como fazemos hoje: como o produto da &rea da base pela dtura e

ga 0 mesmo que des utilizavan para determinr 0 volume de um bloco retangular ou
paral €l epipedo.
Recipientes cilindricos sdo utilizados ainda hoje para armazenar alimentos, gréos,

combustiveis, etc. Assim, determinar a capacidade de recipientes cilindricos era uma

necessidade dos antigos egipcios e continua sendo necessaria em nossos dias.

Como a base de um cilindro circular reto € um circulo, conhecer um método que permitisse
determinar a &ea do circulo era uma necessdade préatica. Assim, € nos problemas relativos ao
clculo de capacidades de cedeiros cilindricos que encontramos o método que 0s egipcios
utilizavam para calcular a &ea do circulo. Este método aparece nos problemas 41, 42, 43, 48 e
50 do papiro Rhind®’ [Figura3.4].

Problemas 41-46 Problemas 47-48 Prob_lemas 49-55
Final do 43-46 Final do 46
Figura3.4

O método para determinar a &ea de um circulo registrado nos problemas 41-43 foi, na

opini&o de Gillings, o melhor no mundo pré-helénico. Asingtrugdes séo smples:

= tomar o didmetro do circulo;

5 Gilling, R. J. p. 145 e Robins, G.; Shute, C. p. 44
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subtrair sua nona parte;
quadrar o resultado para obter a area.

Ito leva aformula®®
A= % - 902
94

No problema 41 a base circular do cdero (silo), cujo volume é encontrado, tem didmetro

9. A &readabase de acordo com aregra egipcia € 64 e como a atura é 10, seu volume é 640.
O problema 42 também é sobre 0 volume de um cdeiro cilindrico, como no problema 41,

meas o didmetro da base € 10 ao invés de 9.
O problema 43 apresenta uma regra relacionando as férmulas para cadcular o volume de

um cilindro em duas unidades de medidas de volume digtintas.
Os problemas 48 e 50 sdo muito interessantes do ponto de vista matemético e ees podem

dar umapista de como os egipcios chegaram & férmula para o céculo da &rea do circulo.®

Problema48:
Comparar a area do circulo com a do quadrado circunscrito.

Ese, ssgundo Gillings®®, é o Gnico entre os 87 problemas do papiro Rhind em que a

solucao contém umailustracéo geométrica. [Figura 3.5]

e
s 1
F ——

Gl 2
— T L e

l—'ll--'u—n' y "'*lqr
i A L e =

[l
L

[P = — v

—

Figura 3.5

No problema 50 do Papiro Rhind |é-se:
“ Exemplo de um corpo redondo de didmetro 9. Qual é a &rea?

%8 Boyer, C. p. 12; Eves, H. p. 75.; Bunt, L. N. H; Katz, V. J. p. 45
% Gillings, R. J. p. 139; Joseph, G. G. p. 127
%0 Gillings, R. J. p. 139



Neste problema o escribainclui um circulo com inscrigdes hieréticas. [Figura 3.6]

/

LA

Figura 3.6

Solucéo apresentada pelo escriba:

=  Remover §1do didmetro, o restante é 8.

= Multiplicar 8 por 8; perfaz 64. Portanto, a érea é 64.
Assm, podemos inferir que 0 méodo usado pelo escriba para cacular a aea do circulo
pode ser:
“ Qubtrair do diametro sua nona parte e elevar o restante ao quadrado. Esta € sua
area.”
A solucdo apresentada pelo o escriba pode ser traduzida através da formula®

2

e di 860
A=30- =2 =z2=24;
& 95 L9z 4

onde d é o didmetro do circulo.

|30 que leva a seguinte gproximagzo para p 2

2
0 @ 29 -3160403...
&9y

A diferenca entre este valor aproximado para p e os vaores que utilizamos hoje é de
apenas 0.0189.8°

Deacordo comBeyers®, emgeral €éa énfase na notacdo simbdlica, cadeias de argumentos
l6gicos e ndo o contelldo matematico — seus métodos e resultados — que fregientemente
impedem o caminho para a compreensao e causa dificuldades no aprendizado.

Quando mostramos a matematica através da histéria ndo damos énfase inicialmente a

forma, mas ao contetdo e, atraves do processo historico, podemos chegar a forma. Por

®1 Chamarei estaférmulade “férmulaegipcia’ paraadreado circulo.

%2 O papiro de Moscou contém uma férmula para se calcular a drea da esfera, em que é atribuido a p o valor de
3,14.

%3 Engels, H. p. 1

% Byers, V. p. 6
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exemplo, ao trabalhar o conceito de &rea do circulo €importante que seinicie comas solugbes
aproximadas dadas por algumas civilizagdes par a, finalmente, chegar ao calculo de areas por
processos do célculo integral. Essa éa ordemhistérica na qual o conceito foi desenvolvido.
Assim, a compreensdo matematica do estudante se transforma ao aprender novas formas—
desde que este aprendizado resulte de seu conheci mento do contetido e leve a uma expansao

desse proprio conhecimento.

Ainda, de acordo com Beyers, o professor tem que ensinar e o estudante deve aprender
ambos 0s aspectos da matemati ca— contetido e forma— e o professor formador de professores
deve, pelo menos, sentir a relacdo entre os dois..®

N&o sabemos como os egipcios chegaram aformula
f o o2

A =2%;

&95 4

para 0 cdculo da &ea de um circulo de diametro d, mas exisem varias explicagbes que
gparecem em dguns textos de higtdria da matemética e de etnomaemdtica baseadas no

conhecimento sobre a cultura egipcia

Tais explicacbes fornecemuma quanti dade de materiais e métodos que podem ser utilizados

em sala de aula na discussao do calculo da area do circulo.
1%, Explicagdo:

Os egipcios para decorarem as paredes das construcBes cobriam tanto a parede como o
modelo a s utilizado com mahas quadriculadas e transportavam cada parte do moddo
proporcionalmente para o local correspondente na parede.

Considere agora 0 desenho da figura 3.5 feito pelos egipcios e o fato deles usarem mahas

quadricul adas.

O octogono inscrito no quadrado sugere naturdmente 0 desenho de uma maha formada

7~
\_/

Figura3.7

por 9 quadrados. [Figura 3.7].

5 Byers, V. p. 7
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Inserindo na figura o circulo inscrito no quadrado, observamos que agumas regides do
octégono sfo exteriores ao circulo, e algumas do circulo exteriores ao octogono. Além disso
“parece que’ a aea da regid do octdgono exterior ao circulo é ‘igual” a area da regido do
circulo exterior ao octogono. 1sso nos leva a inferir que o circulo e o octégono devem ter

gproximadamente amesma area.
Mas se d € o didmetro do circulo — que € igud ao lado do quadrado — temos que a area do

octégono éigud a

o5 7., 63 @B 5
d2- 220 = gz =222 —d
35 9 81 @_ &9

que é aformula egipcia
2%, Explicagéo:

Observe também que a area do octégono é igua a area do quadrado menos 4 vezes a de um

dos trigngul os hachurados [Figura 3.8].

Dividindo cada um dos quadrados da maha em 9 quadrados menores de mesma area, it0
produz uma maha que cobre o quadrado maior contendo 81 destes quadrados menores.
[Figura3.8 (3)].

~

WL 4

(a) Figura 3.8 (b)

A regido hachurada pode ser reorganizada de acordo com afigura 3.8 (b).
Observe que:

= 0s dois triangulos hachurados no topo do quadrado juntos [Figura 58 tém a mesma

area do retangulo hachurado no topo do quadrado [Figura 5b;

= andogamente, os dois trigngulos hachurados na base do quadrado juntos [Figura 53]

tém a mesma area do retngulo hachurado no lado esquerdo do quadrado [Figura 3.8

(b)].
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Assm, a aea do octdgono € igud a éea do quadrado de lado §d menos a &ea do

quadrado de lado %d :

Portanto, a area do circulo de didmetro d € dada aproximadamente por:

B 6 A0
A=F42_E40
&5 & 5

.2 .2
:@dg R @?dg
& 7 81 9 o
gue é aformula egipcia
Observe que esta deducdo independe da medida d do didmetro do circulo

3a. Explicacao

O fato dos pedreiros egipcios cobrirem seus desenhos e paredes com malhas quadriculadas

e a tentativa experimental de desenhar um circulo de mesma aea que um quadrado sugerem
uma outra explicac@o paraaformula egipcia

Ao tentar desenhar um circulo de mesma aea que um quadrado podemos chegar
experimentamente afigura 3.9.

7N

N/

Figura39

Edta figura sugere a diviso do lado do quadrado em quatro partes iguais [Figura 3.10 (3)]

e permite encontrar uma relagdo entre o didmetro do circulo e o lado do quadrado utilizando o
teorema de Pitégoras.

Se d é o didmetro do circulo e a é o lado do quadrado entéo pelo teorema de Pitagoras.

2
=" ®a=——d.
2 J5
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Por outro lado, os pontos resultantes da diviséo do lado do quadrado em quatro partes
iguai's podem servir paraa construcéo de uma malha quadriculada. [Figura 3.10 (b)].

//‘\ﬁ ARV
%A I N

@ ©)
Figura 3.10

A maha possibilita um modo de obter uma relagcéo entre o lado do quadrado e o didmetro
do circulo.

Dividindo cada quadrado da malha em 16 quadrados menores de mesma &rea obtemos para

0 quadrado maior uma mal ha formada por 256 quadrados menores. [Figura 84).

‘,/' \;\ ,‘/ / \\\
[e. / d
/ ] /1r = /7 \
\ / /
3y /
\\ .4 \\\ /r/
@ (b)
Figura3.11

Completando a figura 3.11(a) de modo a cobrir todo o circulo com a maha quadrada
[Figura 3.11(b)] encontramos a seguinte relacéo entre a e d:

a:§d.
9

. : ~ 2 ) .
Se consideramos para a o0 vaor acima e ndo o vaor T d obtemos para a area do circulo a
5

2

, . a8 62 L x2 0
formulaegipda ~—d= aoinvésde ~—=d.- .
&9 3 N
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4a. Explicagcdo

O jogo de tabuleiro mancala - que dgnifica “trandferir” em arabe — consderado por muitos
historiadores como o jogo mais velho do mundo é o nome genéico para mas de 200 jogos
semdhantes entre 9, origin&ios do Antigo Egito. Todos smbolizam a época da plantacdo e
colheita e possuem de 3500 a 7000 anos. Tais jogos si0 muito populares na Africa e seu
objetivo é trandferir as pecas de uma das casas do tabuleiro para as outras até que todas

figuem vazias. Como pegas, utiliza- se sementes quase esféricas, seixos ou graos.

Segundo Gerdes, por se tratar de um jogo de edratégias seria natural que um dos
participantes, enquanto esperasse pelo término da jogada do outro, brincasse com suas pegas
podendo dentre outras coisas “formar”, “transformar” e “contar” padrfes geométricos.

Por exemplo, é possivel congtruir com 10 pegas circulares do jogo um trigngulo eqiilatero
e depois transformé-lo em um retangulo®®. [Figura 3.12).

()
Figura 3.12

@

A aea“gproximadd’ destas duas figuras seriaa mesma.

E possivd também “construir’ circulos usando pegas circulares do jogo (circulos menores)

e, um modo simples de fazé-lo é congtruir and por andl. [Figura 10].

0O

Figura 3.13

Sgam d o didmetro do circulo maior e D o didmetro do circulo menor.

% Apesar de nas fotos da figura 3.12 terem sido utilizados botdes, convém observar que as pegas do jogo
mancal a séo sementes sagradas.
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Podemos considerar D = 1. Assim, as éreas dos circulos da figura 3.13 sBo respectivamente

7,19, e38.

Usando 0 método descrito acima € possivel congtruir novos circulos com 0 acréscimo de

novos anés [Figura 3.14].

@

Figura3.14 )

A &eadetais circulos aparece numatabela e pode ser verificada experimenta mente.

d Areadocirculo
1 1
3 1+6=7

5 |1+6+12=19

7 |[1+6+12+19=38

9 |1+6+12+19+25=63

11 [1+6+12+19+25+31=94

Se A(d) e A(D) sfo respectivamente as &eas dos circulos de didmetros d e D entdo,

observe que a&reado circulo dedigmetrod =9 éigud a
* (1+6+12+19+25)° A(D) = 63" A(D).
Assm,
= Ad=9 =63 A(D) @64  A(D).
Mas 64 é um quadrado perfeito

. 64=8°
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e também € a &ea de um quadrado de lado 8. Portanto, € possivel com os 64 circulos de

diametros D = 1 cobrir um quadrado de lado 8. [Figura 3.15].

@ ®)

Figura 3.15

Logo,
A(d=9)=64=82=s?

onde / € o lado do quadrado.

©Oo|lmw ©

®L=
d

o ~
I
©| oo

B 5
d ® A(d)=r2=24°
(d) ¢ods

~
I

gue é aférmula egipcia

5a. Explicacdo
Curvas do tipo espirais S50 utilizadas em aguns paises da Africa para Smbolizar serpentes.
Estas curvas s8o gravadas em portas de madeira e aparecem naturdmente como resultado

fina da construcdo de esteiras e cestos. [Figura 3.16].

Figura 3.16
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Este padréo espira era um motivo comum na decoracdo de paredes de “locais de funeral”.

Ele também aparece no formato do tabuleiro do “jogo serpente’ do Antigo Egito e do péo
red.

O jogo Mehen ou jogo da serpente era um dos jogos de tabuleiro favoritos do Veho
Reinado e é consderado, um dos mais antigos jogos de tabuleiro do mundo. Ele era jogado
sobre um tabuleiro que tinha a figura de uma serpente enrolada e seu corpo dividido em
quadrados. [Figura 3.17].

Figura 3.17

Formato semelhante a0 do tabuleiro do “jogo da serpente” aparece na construcéo de

ederasespirasdessd.

O processo de construcdo de tais esteiras sugere um outro modo para explicar a formula

egipciaparao cdculo daérea do circulo.

Este processo consste em enrolar a corda em torno de um ponto fixo e costurar ao longo
das espirais determinadas pelas laterais da corda. A extremidade find da tira é cortada e

costurada de modo a dar a esteira aforma de um circulo. [Figura 12].

Supondo que os antigos egipcios sabiam fazer edteiras semehantes, e que uma corda de
ssd pode ser condderada como um retdngulo, a &ea do circulo congtruido utilizando uma
corda de ssd pode ser caculada como a &ea de um reténgulo cujas dimensdes lineares sG0 0

comprimento e largura da corda.

Podemos considerar como unidade de medida a largura da corda. Sgjam ¢ 0 comprimento

da corda necesséria para construir um circulo de diametro d.

A tabela a seguir fornece o comprimento da corda e o didmetro do circulo em funcdo do
nimero de voltas completas (V) dadas pela corda e pode ser verificada experimentadmente.
[Figura 3.18].
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Figura3.18
V 2 3 4 5 6
/ 7 20 39 64 95
d 3 5 7 9 11

Observando os resultados obtidos vemos que parad = 9, a &ea do circulo de didmetro d é
A = 64 = &. Isto é a &ea do circulo de didmetro d éigua a &rea de um quadrado de lado n =
8.

AsIm, temos:

2

d ® A=r=r=240
9 g

9

®
1
©o| oo

I
0
o>

que é aformula egipcia

Edta explicacdo e a anterior podem dar indicios da razéo pela qual o escriba escolheu o

vaor d = 9 pararesolver o problema do cdculo da deado circulo.

As tiras de sisal utilizadas pelos africanos podem ser substituidas por outros materiais
encontrados facilmente em cada regiao do pais, como por exemplo: cordasdesisal, denylon,
de algodao, etc. Materiais concretos podemser criadosparafacilitar a construcéo daespiral e
a medicdo do comprimento dastiras.

E importante observar que 0s egipcios ndd usavam o comprimento da circunferéncia para
cacular adeado circulo®’.
A representacdo da area do circulo como igual a de um quadrado sugere uma solugéo

geométrica para o problema e € um modo de encontrar uma solucéo aproximada para o
problema da quadratura do circulo.®

7 Katz, V. J p. 20
%8 Katz, V. J.p. 20, Knorr, W. R. p. 25
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Podemos entdo afirmar que encontramos no papiro Rhind uma tentativa para quadrar o
circulo®® Nesse caso, 0 escriba usa um octégono inscrito em um quadrado que aproxima a
area do circulo inscrito no mesmo quadrado. Esse método ndo € semelhante a nenhum dos cue
gparecem nas tentativas conhecidas na Grécia Antiga para resolver o problema da quadratura

do circulo.

Com relacéo a0 método egipcio para cacular a aea do circulo, Gillings vé nesse conjunto
de 5 problemas um modo desenvolvido pelos egipcios de estabdecer uma formula gerd a

partir de poucos exemplos.
Para Gillings”®, um argumento para ser rigoroso n&o precisa ser smbdlico e

um argumento ndo simbdlico pode ser rigoroso, mesmo quando dado para
um vaor particular (no caso considerar o didmetro do drculo igua a 9). A
Unica exigéncia é que o vaor particular sgja “tipico” [9 € nesse caso um
valor tipico] e que a generaizacéo para qualquer valor sgja imediata [0 que
realmente acontece, como foi visto acima]. O rigor do argumento esta4
implicito na deducéo.

A discussio da solucéo dada pelos egipcios para o caculo da area do circulo pode, entre
outras coisas, servir como ponto de partida para uma reflexdo sobre os diversos tipos de prova
gue gparecem na histdria da matemdtica e numa sda de aula de matematica. N& devemos
portanto, apenas desprezar as solugdes particulares que nNossos alunos apresentam  para casos
gerais sem antes ter ceateza de que sua solucdo ndo se enquadra nas caracteristicas

apresentadas acima.

De acordo com Wussing’?, “o célculo da &rea do circulo no Egito Antigo <e redizava, na

maioria das vezes, com um vaor gproximado de p = 3, embora, ocasondmente, também

p_aBd,

COMN—=,~—_ .
4 &9y

De fato, a aproximacéo de pz € uma consegiiéncia imediata da férmula usada para resolver

0s cinco problemas do papiro Rhind discutidos nesse trabaho. A gproximacdo de p = 3 ndo é
usada em nenhum dos problemas que, segundo Gillings, contém uma discussdo egipcia sobre

0 problemado célculo daarea do circulo.

Visokol skis™ faz uma refl exdo sobre a existéncia de outras maneiras de fazer matematica
gue ndo sejam exclusivamente o modo de proceder dedutivo que, em principio, podemter se

desenvolvido em outras sociedades antigas.

%9 Gillings, R. J. p. 145
0 Gillings, R. J. p. 146
" Wussing, p. 20
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Apresentar os modos de fazer matematica de outros grupos sociais como, por exemplo, o
modo como os egipcios apresentam as solugbes dos problemasrelativos ao calculo da érea do
circulo e as possiveis explicacdes para a formula usada por esta civiliza¢éo, permitem uma
reflexéo sobre os modos de fazer matemati ca dos nossos alunos e pode vir a desenvolver no
professor-aluno uma atitude mais receptiva no sentido de procurar entender estes modos e
analisa-los buscando caminhos que valorizema iniciativa dos alunos no sentido de buscarem

seus proprios modos de resol verem problemas.

Os babilénios estavam familiaizados com a relacdo entre a &ea, a circunferéncia e o

didmetro do circulo.
= Encontramos natébula 'Y BC7302 uma aproximacdo parap igud a3.

= Os babilénios, como os chineses, também calculavam a area do circulo pela formula

exata

onde C é a circunferéncia’s.

2
= Ambos usam também a formula Azcl:—z, facilmente deivavd da primera

substituindo d por % e que comparada com a férmula atual, conduz & aproximagao’

dep =3.

De fato, o coeficiente babilbnico para o circulo é 1—12 indicando que a aea é

determinada pela multiplicacdo do quadrado da circunferéncia por este vaor.

A formua A :%xdE conectando a &ea do circulo com o comprimento da circunferéncia

pode ser explicada de duas formas diferentes:

12, Explicacdo’: Considerando a divisio do circulo em setores e re-arranjando tais setores

em um “reténgulo” aproximado, conforme figura 3.19.

2 VVisokolski, p. 146
73 N&o sabemos como os chineses chegaram a estaformula.

4 Em textos posteriores a aproximagao para p = 3% erausada. [Wussing, H. p. 23]

®SKatz,V.dp.21
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0
2
« = >

Figura 3.19 2

A @ea do circulo de didmetro d seria gproximadamente igua a &ea do retangulo de lados

% e % onde d € o didmetro do circulo e C o comprimento de sua circunferéncia.
dC
Logo, A @-*=
= 2 2

Essa explicacéo é conhecida dos professor es de ensino fundamental e médio que afazem
coma utilizagdo de material concreto. Elestomamumcirculo de cartolina; dividemem6ou 8
partes iguais; cortam ao longo de um diametro dividindo o circulo em dois semicircul os;
cortam cada semicirculo nos raios que aparecem da divisdo deixando-0s presos por uma
por ¢do bem pequena desses raios; abrem os dois semicircul os e tentam encaixa-losdemodo a

formarem um “ retangulo” .

2% Explicacdo’®: Construgdo, com cordas de espessura infinitesmal, de uma familia de
circul os concéntricos com o circulo dado.

Se cortarmos esta familia de circulos do centro para a circunferéncia de diametro d e
abrirmos, [Figura. 3.20], a figura formada € um tridhgulo isosceles cuja base é o comprimento

dacircunferénciaeadturaéoraio do circulo.

d
2
< R >
Figura 3.20
Asam,
28 25 22

78 Tal explicacdo tem evidénciatextual naldade Média Katz, V. J. p. 21
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d

Tal construcéo permite discutir a area do circulo como (5 2psds.

Apesar de Knorr’” dizer que o problema da quadratura do circulo tem  remanescentes nas

tradicOes do Egito Antigo e da Mesopotamia desde o 2° milénio mediano a.C. ou ainda cedo,

ele goresenta uma judtificativa para sua afirmacdo com relagdo a tradicdo egipcia mas néo

com relacdo a da Mesopotamia.

A dimensao histérica pode ser um componente motivador para promover oportunidadesde

investigacao.” Arigueza de atividades que podem ser desenvolvidasemsaladeaulaa partir da

discusséo do problema do célculo da &rea do circul o pelascivilizagdes aqui estudadas como

por exempl o, acompanhar a evolugao histérica do problema da quadratura do circul o, pode ser

umobjeto deinvestigacao a ser trabalhado por professores, ou grupo de professores. Cada

professor em formacéo pode ser, por exemplo, responsavel pela analise de uma solugdo

observando todos os aspectos envolvidos na mesma época em que foi apresentada, quem a

apresentou, que ferramentas matematicas possuia, que novasferramentassurgiramapartir de

sua tentativa para resolvé-la, etc.
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4. O Trapézio Isosceles, a Piramide e o Tronco de Piramide

4.1.Introducao

A minha pesguisa sobre em que culturas o trapézio poderia ser encontrado na compaosicao
de dguns dos seus artefatos levourme a identificar, entre os indigenas brasileiros, a forma

trapezoidd

* Nasuaarte[Figural.l]

PinturaYajé
Figurall

= Em suas habitacles [Figura 1.2]

Aldeia-casa Yanomame Aldeiacasa Yanomame
CasaTiriyo CasaTiriyo
CasaKargja CasaKarga
CorteLongitudinal ) Fachada lateral
Figural.2
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= Em aguns dos seus utensilios domésticos [Figura 1.3]

Banco ictiomorfo
indios Aweti

Figural.3

= Entre seus objetos de uso pessod como bolsas, pingentes, tangas etc. Alguns destes

objetos sdo de tecido, outros de palha ou de couro [Figura 1.4]

UER: Pingente

Tanga

Figural4 Bolsa

= Na emplumacdo das flechas as penas sfo utilizadas de duas maneiras diferentes:
inteiras ou divididas a0 meio ao longo da nervura As meas-penas 8o em gerd
retocadas apresentando diversas formas, entre das a de um trgpézio isosceles
conforme Figura 1.5. Alguns autores sugerem que a fungdo da pena é dar equilibrio a
flecha; outros que a técnica da emplumacéo € utilizada para controlar a trgetéria da

flecha!

Figuralb

! Chiara, V. p.131
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Observe que em todos estes objetos a forma encontrada foi ado trapézio isosceles.

Na Antigliidade o trapézio, mais especidmente o tragpézio isdsceles, teve lugar de honra na
religido Veédica e na fé Jaina, e o interesse por edta figura geométrica continuou aé a escola
de Aryabhata

No periodo Védico o interesse dos indianos pelo trapézio isdsceles estava associado a
ocorréncia dessa figura em seus monumentos e dtares [Figura 1.6] e, de acordo com
Seidenberg, todas as esperancas dos indianos para salde e riqueza estavam associadas ao
trapézio®. Veremos neste capitulo que os Sulbasutras fornecem métodos geométricos para
congruir um trgpézio, cdcular sua a&ea e trandforma-lo em um retangulo ou quadrado de

mesma &eaou 0 inverso.

Figura 1.6

Segundo Gerdes, nos bazares mocambicanos vendemse, por exemplo, tangerinas
normamente em conjuntos de quatro ou cinco. Para poder colocar organizadamente os frutos,
sem ocupar demasiado espaco, eles sdo amontoados como mostra a figura 1.7. Esse mesmo
méodo é encontrado em outros lugares da Africa, na Asa, na Améica do Sul e esta
experiéncia pode ter contribuido para a formacéo do conceito de tetraedros e piramides em
degraus de base quadrada® Em agumas regides brasildiras essa préaica é comum nas feiras
livres para empilhar frutas.

2 Seidenberg, A. p. 108; Amma, S. T. A. p 70
3 Gerdes, P. p. 130
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Figura 1.7

A estrutura de um tetraedro [Figura 1.8] — pir@mide de base triangular — € utilizada como
tripé pelos indigenas brasileiros para gpoiar o cesto-coador, que filtra 0 sumo venenoso da

mandioca brava e outros liquidos’.

Figural1l.8

Exisgem cerca de 100 piramides na regido de Qin Chuan na China com dturas variando
entre 25 e 100 metros, exceto a "Grande Piramide Branca', [Figura 1.9] consderada a maior
piramide do mundo com aproximadamente 300 metros de dtura e cuja idade € de cerca de
4500 anos.

Figural9

* Ribeiro, B. G. p. 276
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Tdvez as mais famosas e mais conhecidas de todas as construgbes arquitetbnicas do antigo
Egito sgam as piramides [Figura 1.10], a Grande Esfinge e o Templo de Karnak e, das cerca
de 80 piramides, ndo existe duvida de que a Grande Pirémide de Quéopes, congtruida durante
a4? dinastia[c. 2644 a.C.], é umadas mais conhecidas e famosas’

As piramides egipcias e os templos sB0 bem conhecidos. As piramides, em particular,
foram congruidess com um cuidado especid porque eram tUmulos reas e 0S egipcios
acreditavam que a consrucdo feita de acordo com prescricbes mateméaticas exatas era

essencia paraavidafuturado morto. °

Piramide Escada
Piramidesde Abusir

Grande Piramidede Giza

Figura 1.10

Toda grande cidade Babil6nia congtruia um zigurate — templo em forma de torre. Este era
um edificio imponente erguido no topo de uma sucesséo de terragos parecido com degraus, e
visivel por milhas em volta Um dos mais famosos € o zigurate em Ur datado de cerca de
2000 a.C. [Figura 1.11].

® Gillings, R. J. p. 236
®Kline, P. p. 39
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Reconstrucéo do zigurate de Ur
Figura1.11

Se observarmos a figura 1.11, veremos que o zigurate de Ur era ra realidade composto por

uma série de troncos de piramides.

Troncos de pirdmides também so encontrados no formato de adgumas “piramides’

chinesas [Figura1.12].

Figura1.12

Entre os utensilios domésticos dos egipcios [Figural.13]

Utensilio para moer pigmentos
Figura1.13

Nos objetos de uso pessod e armadilhas dos indigenas brasileir os [Figura 1.14]
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Bolsa .
Armadilha

Figural.14

E na composi¢do de adgumas pegas da cestaria dos indigenas brasileiros [Figura 1.15]

Figura 1.14

Veremos também, no decorrer deste capitulo. que encontramos no Jiuzhang suanshu
chinés fatos bascos sobre piramides, que os méodos utilizados pelos egipcios do Médio
Reinado, babilbnios e chineses para cdcular volume do tronco de pirdmide sfo equivaentes
a gplicacdo da formula que utilizamos hoje para resolver este problema mas que as evidéncias
com relacdo ao conhecimento dos babilénios sobre este assunto ndo sfo tdo claras quanto se
desgaria’. Todas estas civilizacdes e os indianos também conheciam modos de cdcular a &ea

do trapézio que equivadem a aplicacdo daformulaaud.

4.2.0 Trapeézio

Veremos a seguir dguns dos resultados sobre o trgpézio isdsceles que sdo encontrados na

geometria das civilizaches aqui estudadas.

" Seidenberg, A. p. 108
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4.2.1. Area deum trapézio:

Os Sulbasutras reconhecem que a &ea de um trapézio isdsceles € igud a metade da soma
da base e do topo multiplicada pelaatura®

No Apastamba Sulbasutra (V , 7), o vedi — dtar empregado nos sacrificios Soma — um
trapézio isdsceles com 36 unidades de dtura e lados pardelos de 30 e 24, € dito ter area de
972 unidades quadradas.®

“(Para estabelecer isto), desenhe (uma linha) do sul amsa (D na figura 2.1) até o sul
sroni (C), (a saber) para (o ponto E que é) 12 (padas do ponto L de prsthya). Apés o
gue giramos a peca cortada (ie. O triangulo DEC) e levamos para o outro lado (ie.
para 0 norte). Entdo o vedi obtém a forma de um retangulo. Nesta forma (FBED)

calculamos sua area.”

F A M D
12 12
36
15 12 E
S —
B ——C
L 15
Figura2.1

Muitos escritores dos Sulbasutras afirmam que néo havia nenhuma prova nde mas, para

Seidenberg, isto é uma prova e existem outras deste tipo nos Sulbasutras'®.
A solucéo dada pelos indianos pode ser re-escrita da seguinte forma:
= Congtruir uma perpendicular a BC passando pelo ponto D. [Figura2.1]
Essa perpendicular interceptaBC em E e, adisténciade E aL éigud a 12 unidades.

= Girar DEC e levar para 0 outro lado fazendo coincidir os pontos D com B e C com A

de modo que o ponto A fique entre F (nova posi¢éo do ponto C) e D.

= FDEB é um reténgulo que tem a mesma area do trapézio ADEB.

8 Amma, S. T. A. p. 52
% Sarasvati, S. S. P. p. 109; Seidenberg, A. p.518
10 Seidenberg, A. p.518
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* Logo, &ea(ADEB) = &rea(FDEB) = 36" 27 =972.
A andise desta s0lucdo agpresentada pelos indianos permite deduzir a formula gera para a

area de um trgpézio isbsceles como @ .[Figura2.2]

Defato,
area(ADCB) = area(FDEB) = (x + b)h
M$1 X = B-—b
2
Logo, &ea(ADCB) = 2P,
X b
h
B X
Figura2.2

Que é aférmula conhecida para a area do trapézio.

A discusséo desse método indiano para calcular a area de um trapézio isoscel es permite

discutir varios resultados da geometria plana, a saber:
= Célculo da érea de umtrapézio;
= Construcdo de um retangulo de mesma area que a de um trapézio dado;

= Congruéncia cateto-hipotenusa para triangul os retangul os.

No problema 52 do papiro egipcio Rhind [Figura 2.3] a &ea de um tridngulo “truncado” ou
sga, um trapézio, € obtida pela multiplicacdo da média aritmética da base e “corte dos lados’
peladturatl.

Este procedimento nos induz a um método para chegar a formula da aea do trapézio a
partir da areado tridngulo, que era conhecida pel os egipcios. A saber,

1 Robins, G.; Shute, C. p. 47
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Conddere um trapézio quaquer ABCD cujas bases padedas sso AB e CD
respectivamente. [Figura2.3].

D

Figura2.3

O trapézio ABCD pode ser obtido cortando o trigngulo ABE por uma reta pardela a AB
passando pelos pontos D e C dos lados AE e BE do tridngulo.

Se h e h; sfo as dturas do trapézio ABCD e do tridngulo DEC relativa a base DC
respectivamente, temos que:

» A dturadotrigdngulo ABEEéh + Iy

» A &eado trapézio ABCD = &ea AEB — &rea DEC

Mas,
éreadeAEB:w e dreade DEC = DCh
Logo,
Area do trapézio
ABCD = AB(L+h) CD
2
Pela semehanca dos tridngulos ABE e DCE:
h _Dep ——(h+h )@ 8- 99@ -LPheon=—P
h+h, ~AB & AB- CD

Mas,

" L. 1é, & CD o) 2 CD o u
Areado trapézio ABCD = —=gAB(—————h+h=- CD———
28A §AB-CD 5  E&AB-CDp 4
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_ héAB>CD+AB?- AB>CD- CD?U
28 AB- CD H
_ hé(AB- CD)(AB+CD)y
28  AB-CD H
_ AB+CD
2

que é uma férmula aplicada atua mente para cacular a area do trapézio.

E inter essante que os futur os professor es conhegam como umtopico da geometria era visto
por varias culturas ou sociedades e do significado que este assunto tinha para cada uma delas
e comparar o significado e importancia deste topico em nossa sociedade; naépocaemqueele
— futuro professor — estudou este assunto e atualmente. 1sso ajudara a priorizar determinados
tépicosdo curriculo de matematica no momento de sua prética e entender melhor a atitude dos
seus alunos comrelacao ao assunto a ser estudado. Assim, a histéria da geometria pode nos
ajudar na construcao do programa a ser desenvolvido em uma deter minada série e natomada

de decisdo quanto ao nivel de profundidade e de relevancia de um deter minado tépico.

No Jiuzhang suanshu [China], o primeiro cgpitulo intitulado fang-t'ien ou “medida de
canpos’ contém regras paa medir campos de vaias formas, tas como a triangular,
quadrangular, circular, segmento de circulo, andl, etc. A regra para cadcular a &ea de um
trapézio isosceles ou um qualquer [campo inclinado, campo na forma de uma pa de lixo] é
multiplicar a metade da soma das duas bases pela dtura?.

A &ea do trapézio também era caculada pelos babilonios usando a mesma formula que
usamos hoje’®.

Ainda com relacdo as aeas de trapézios, na primera edicdo do seu livro Science
Awakening, Van der Waerden menciona o problema babilénico™* que consiste em:

Achar o comprimento de uma paralela x as bases a e b de umtrapézio que divide

a area do trapézio em duas partesiguais.

A solucéo dada pel os babilbnios que equivade agplicar aférmula

X2 :%(a2 +b?)

12 Mikami, Y. p. 10; Yan, L.; Shiran, D. p. 41
13 Seidenberg, A. p. 108
14 Seidenberg, A. p. 308



171
pode ser obtida como segue:

= Consderar um trgpézio ABCD [Figura 2.4] de bases a e b e sga x a medida do
segmento paraelo as bases que divide o trapézio em dois trgpézios de mesma &reg;

Figura2.4

= Completar o0 trgpézio ABCD para formar o tridngulo ABG e sabendo que
area(ABFE) = &rea(EFDC) temos:

area(ABCD) = &ea(ABG) - &ea(DCQG)
&rea(EFCD) = &rea(EFG) - &ea(DCG)
= Como area(ABCD) = &rea(ABEF) + area(EFDC) = 2 &rea(EFDC) segue que
area(ABCD) = &ea(ABG) - &ea(DCG)
area(ABCD) = 2[&ea(EFG) - area(DCG)]
=  Subtrair a primeira equacdo da segunda temos:

0 = 2 &ea(EFG) — &ea(ABG) — &rea(DCG)
&rea(EFG) = % [&rea(ABG) + &rea(DCG)]

= Dasemehancadostriangulos ABG, EFG e DCG segue que

area(ABG) _ b* , B,
aeaEFG) X érea(ABC) =— &rea(EFG)
Z 2 2
aeaDCG) _a area(DCG) = 2 area(EFG)
area(EFG) x X
» Asam,
1607 a%i 1602 @0 , 1,, .,
érea(EFG) = = g— +— (@rea(EFG) ® 1= = g—+—;® x>==(a’+b
AEFG) =5 g i (HEAEFO) © 1= g oSy ® X = 5o +17)
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E importante observar que os babilnios conheciam agumas propriedades relatives a
tridhgulos semelhantes.

Também encontramos no Livro V do Jiuzhang suanshu e no &xto babilénico BM85194
problemas sobre volumes de represas e murdhas e o clculo do nimero de trabahadores
necessarios para condrui-las. Em muitos destes problemas, tanto chineses quanto babilonios,
a secdo transversd € um trgpézio e o “volume é cadculado como o comprimento vezes a area
da secdo transversal” . 1°

Podemos perceber assim que um dos métodos utilizados pel os chineses e babil6nios para

calcular volumes é de multiplicar a area da sego transversal pelo comprimento.

Esse método de calcular o volume como o comprimento vezes a area da se¢éo transver sal
ndo étratado no ensino médio, o que limita o calcul o de volumes a apenas solidos que témuma
base e uma altura. Por outro lado, os alunos véem esse método nos cursos de célculo
diferencial e integral ndo se fazendo uma relacdo entre o que ele esta vendo nos cursos de
célculo e sua aplicacdo na geometria do segundo grau. Vemos aqui tambémumarelagéo como
Principio de Cavalieri.

4.2.2. Construcao de Trapézios
Os seguintes problemas sobre construcéo de trapézios sdo encontrado nos Sulbasutras:

Problema 1. Trandformar um retdngulo ou quadrado em um trapézio de mesma aea com a
base menor dada

O Baudhayana Sulbasutra apresenta a seguinte solucgo™®:

Figura 2.5

“Se vocé desgja fazer um quadrado ou retangulo menor em um lado, deve cortar a

porcao do lado menor. O resto deve ser dividido pela diagonal, invertido e atado ao
outro lado.”

| Sto sugere a seguinte construcao:

= Condderar o reténgulo ABCD [Figura 2.6];

15 Seidenberg, A. p. 112
18 Amma, S. T. A. p. 38
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A F B
Figura2.6

= SgaDE o tamanho do lado menor e EF uma perpendicular a AB;
= Tracar adiagona EB;
= QOstridngulos EFB e ECB tém amesma areg;

= Inverter o trigdngulo EBC e trandfira-o fazendo coincidir o lado BC com DA [Figura
2.1,

................

Figura 2.7

= QOtrgpézio E'BED tem mesma area do retangulo ABCD.

O Satapatha Brahmana fornece outro método para esta conversdo que pode ser descrito

como seguet”:

A face do quadrado ABCD ¢é encurtada de modo que DD’= CC’ e a base € aongada no
mesmo comprimento [Figura 2.8], ficando A’A=BB'.

D C

D’ (o
\ E——F
N W
G H

Figura2.8

Y Amma, S.T.A. p.39
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O procedimento pode ser descrito como segue:

= Sga ABCD o quadrado que serd transformado em um trgpézio de lado menor EF
dado.

= Dividir EF a0 meio por um ponto M.

= Marcar D’e C'sobre DC demodo que ND' =C'N=EM eDD’ = CC'.

= Marcar A’ eB'sobre AB taisque A’A =BB' = EM

= Otrapézio A’D’'C' B’ tem base menor D’C’ = EF e mesma area do quadrado ABCD.

De fato, os tridngulos DD'G, AA'G, CC'H e BB'H sdo congruentes [ALA] e portanto

possuem a mesma area.
Além disso, G e H sfo pontos médios de AD e BC.
As duas construgBes podem ser feitas com régua e compasso.
Observe que as construgdes acima sao de trapézios isdsceles.
Problema 2. Transformar um trapézio em um retangulo equival ente.

O Apastamba Sulbasutra trata deste problema mas ndo apresenta uma solucéo gera mas

como um meio de achar a &rea do trapézio de Mahaved'®i [Figura2.9].

Figura2.9

“Da quina superior sul baixe uma perpendicular até a inferior sul a uma distancia
de 12 (padas de prsthya). O pedago removido deve ser colocado invertido no lado

norte. Este é o retangulo. A pessoa deveria examina-lo entdo unido.”

Isto é para transformar um trapézio ABCD (de lados 24 e 30) em um retangulo, deve-se
proceder do seguinte modo:

= Desenhar uma perpendicular CB’ [quina superior sul] a AB estando a 12 padas de
PQ, o prsthya. [Figura2.10]

18 Amma, S. T. A. p. 39
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D P C
A Q B’ B
Figura2.10

= Colocar otrigngulo B'CB naposicdo ADD’ .[Figura 2.11]

D’ D P C
A Q B’ B
Figura2.11

Entdo a &reado retangulo AB’CD’ €igud ado trapézio ABCD.

Obsarve que 0 méodo descrito acima permite transformar um trapézio isdsceles em um

reténgulo independentemente de quais sgam suas medidas.

Problema 3. Construgdo da base do atar smasana (um atar no qual uma bebida chamada
soma era oferecida como um sacrificio ao0s deuses).'® Sua base tinha que ser construida com

dimensdes precisas para que o sacrificio desse bons frutos.

A base do dtar smasana € um trgpézio ABCD onde AD e BC medem 24 e 30 padas [pég]
eaadltura 36 padas. [Figura 2.12]

19 Joseph, G. G p. 313
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Q
B Y C
Figura2.12

As instrugdes para construcdo deste dtar no Apastamba Sulbasutra pode ser descrita, em
notacdo moderna, CoOmo Segue:

= Com agudade umacordamarcar XY, que mede exatamente 36 padas.

Ao longo dedta linha localizar os ponto P, R e Q tais que XP, XR e XQ sgam iguais a5, 28
e 35 padas, respectivamente. [Figura 2.13]

12
X

Ak/

Figura2.13

= Congtruir as perpendicularesa XY passando por X epor Y.

Essas perpendiculares podem ser construidas usando dois dos pontos P, Q ou R e o

teorema de Pitégoras:
Defato,

» Se A e D sio os vétices do trapézio a ser construido que estdo sobre a

perpendicular a XY passando por X.
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XA = XD = 12 padas

» Logo, os triangulos XAP e DXP séo retdngulos com catetos medindo 12 e 5
padas. As hipotenusas AP e DP medem portanto,

AP=DP= 12>+ =13

Logo, para congtruir a perpendicular a X basta pegar uma corda de comprimento 12 + 5 +
13 padas; fazer marcas a uma distancia 5 e 12 de cada uma das extremidades, fixar as
extremidades da corda em X e Y e edtickla pela marca 12 que tocara 0 solo no ponto A

desgjado. De modo andlogo encontra-se D.
Para congtruir a perpendicular BC a'Y podemos trabahar com o terno pitagorico (8 = RY,
15=YB = YC, /15? +& =17=RB = RQC).

Observe que para construir o trgpézio ABCD bastam dois dos pontos P, Q e R. Na

discussio acima os pontos P e R foram suficientes para congtruir o trapézio.
A discussdo do altar smasana permite levantar algumas questdes sobre o trapézio que

podem ser discutidas emum curso de formacéo de professor es |evando-osa perceberem, entre
algumas das propriedades do trapézio, que:

= Oponto O deintersecdo das diagonais de umtrapézio i sdsceles esta na mediatrizdo
das bases AB e CD;

= Aquedistancia O a cada uma das bases do trapézio.
= Seotrapézio ndo for isosceles O estd nareta que liga os pontos médios das bases.

= Dado um trapézio ABCD qualquer, com base AD e BC , se M e N sdo 0s pontos
médios das bases AD e BC respectivamente, O o ponto de encontro dasdiagonaise P
e Q ospontosdeintersecdo dostriangulos [ Figura 214] , entdo O pertencea PQ que
é paralela a AD e BC.

A M
b
P -Q
B N C
Figura2.14
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4.2.3. Consider acfes finais sobre o trapézio:

Nos textos geras de historia da matemética da hibliografia consultada, pouquissmas

referéncias sfo feitas a0 trapézio e nenhuma sobre o interesse dos antigos indianos por esta

figura

Smith afirma que os babilénios, ja em 1500 aC., ssbian como cacular a aea de um

trapézio e Boyer discute o problema 52 do papiro Rhind chamando a atencdo de que

Em transformagbes como essa, em que tridngulos e trapézios sdo
transformados em retangulos, vemos o inicio de uma teoria de congruéncias
e daidéia de prova em geometria, mas os egipcios ndo foram além.

Com relagdo ao interesse dos indianos pelo trgpézio, 0 mais antigo trabaho Jaina a tratar
sobre O trapézio € o Jyotiskarandaka, provavemente codificado no conseho Valabhi do
stculo 1V ou VI. A referéncia ndo € diretamente sobre o trgpézio mas sobre o cdculo do
didmetro a qualquer dtura de uma montanha na forma de um tronco de cone. Como as seg0es
verticais deste solido sdo trapézios isdscees, io equivde a cacular as bases de qualquer
secd0 de um trapézio. O didmetro em umadtura by € dado por

a+%h1

onde a e b s%0 os diametros das bases e h é adturatota damontanha®™.

De fato, consdere um tronco de cone de didmetros das bases ae b edtura hesgaco

didmetro da base superior do tronco de cone aumaatura h; dabase. [Figura 2.15]

/?_\4 :
[\ L.

~—— b — ° IT_Iba

Figura2.15

c-a

Congidere a se¢do de corte do tronco de cone passando pelos didmetros. Tal secdo € um
trapézio isdsceles com bases a e b edturah. [Figura (2.15)]

20 Smith, D. E. p. 40; Boyer, C. B. p. 12
2L Amma, S. T. A. p. 70
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Por semelhanca de tridngulos temos:

N _b-3g N 9=b-a® hc=ha+ (b- a)h,® c=a+
h, c-a h

ahl

O Unico verso do Aryabhativa que trata do trapézio &

Figura 2.16

Este verso contém duas informagdes sobre o trapézio isosceles:

Dado um trapézio isdsceles ABCD [Figura 2.17], temos que:

D G C
c=_P° &
AB+DC
EF=—2B _&F
AB+DC
A = B
Figura 2.17

+ :
A aeaé AB—ZDC GF que éaférmulausud para o clculo daédrea de um trapézio.

O Brahmagupta ndo da a expressdo para a aea do trapézio, mas observa agumas de suas

propriedades. A saber,

Em quadrild&eros diferentes do Visama a raiz quadrada da soma do produto dos lados

opostos € a diagonal. O quadrado da diagonal menos o quadrado da semi-soma das bases € a

dtura

No caso do trapézio isosceles se a, b, ¢ 8o os seus lados, [Figura 2.18], temos que:
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D a C
BD?=AC?=ab+c?
C h © hzzBDz_c’JBi'*'b('?z
&2 g
A E b B
Figura2.18

Defato, pelo teorema de Pitégoras,

BD? =DE +EB?
.~ ® BD?=AD*+ EB% AE’
AD? =DE* + AE

Mas,
AE:EeBE:a-Fb
2
Logo,
+bd ab- ad
BD? =¢?+32 - 00 . Q =c?+ab
€2 5 &2 g
Além disso,
.2
h?=BD?- EB2=pD?- 1P
€2 o

Os quadrilderos e, em paticular o trapézio, foram também estudados por Sridhra,
Mahavira, Arigbhata , Sripati e Bhaskara 1| e Narayana Pandita que apresentaram meétodos
para 0 clculo da aea ou relagbes entre as medidas dos eementos [diagonas, lados] destas

figuras geométricas. Encontramos entre estas figuras também trapézios ndo isbsceles. 2

Ap6s a escola Ariabhata, ndo € dada muita atengdo, na india, ao trapézio.

22 paramais detalhes consultar Amma, S. T. A. p.70- 80
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4.3. Piramides

No inicio deste cgpitulo vimos que os egipcios, chineses e babilbnios congruiram inlmeras
piramides e troncos de pirdmides na antiglidade. E de se esperar, portanto, que a geometria

desenvolvida por estas civilizagBes contenha alguns resultados sobre estes slidos™.

No capitulo 5 do Jiuzhang suanshu, intitulado Shang Kung®* [China] os primeiros sete
problemas sdo préaticos e dizem respeito a volumes de paredes e represas e 0 nimero de
trabalhadores necess&rios para 0s propdsitos da construcdo. Depois segue uma seqiiéncia de

problemas tedricos sobre volumes de solidos.

Neste capitulo, encontramos regras para cdcular o volume de agumas formas

tridimensionais que seriam familiares aos construtores de castelos, mansdes e canais®

Para cacular volumes de sdlidos, o comentarista do Jiuzhang suanshu, Liu Hui, utiliza
quatro tipos de sdlidos elementares chamados: o lifang®® [cubo], o quiandu, 0 yangma e o

bienuam.?’
Podemos, apartir do cubo [lifang], obter os demais sdlidos elementares do seguinte modo:

» Interceptar o lifang com um plano que @ntém a diagona de duas faces opostas,
ede fica dividido em duas piramides congruentes chamadas de quiandu.[Figura

3.1]
/.

.......

lifang quiandu

Figura 3.1

= Asam, 1llifang =2 giandu

23 yan der Waerden, B. L. p. 20

24 Texto de consulta para engenheiros. Joseph, G. G. p. 233

% Joseph, G. G. p. 233

%6 No comentério de Liu Hui o termo lifang, cujo significado geral é “cubo” denota, mais geralmente, um
paralelepipedo retangular. Martzloff, J. C. p. 283

27 Martzloff, J. C. p. 282. E provavel que esses termos estejam associados a nomes de objetos reais, embora néo
sesaibaquais.
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= |nterceptar 0 prisma giandu com o plano determinado pela diagond da face laerd e
da face ndo perpendicular & base do giandu, obteremos a pirdmide yangma e a
bienuan. [Figura3.2]

NS

giandu yangma bienuam

Figura3.2

= Assim, 1giandu = 1yangma + 1 bienuam

* Fndmente, se interceptarmos a piramide yangma com um plano que contém a
diagond da base e 0 vértice que néo pertence a base, obteremos a piramide yangma e

abienuan. [Figura3.3].

yangma

bienuan bienuam

Figura 3.3

= 1yangma = 2 bienuam

Convém observar que no atigo On Pré-Babyloniam Mathematics | de van der Waerder,
estes solidos elementares sdo chamados respectivamente de Fan pao tao, Fang t’ing, Fang
chui, Ch'ien tu, e Yang ma.?® Neste trabalho usarei 0s nomes dados pelos textos de histéria da
matemética chinesa consultados.

O volume de um dlido geométrico pode ser cadculado usando um dos seguintes métodos
heuristicos?®

28 \jan der Waerden, B. L. p. 20

2 Nos casos mais simples, isto era suficiente mas, muito fregiientemente, outros métodos tinham que ser
associados a estes métodos heuristicos.
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Reconstrucéo de um dado solido pela combinacdo desses componentes basicos,

Decomposicdo de um dado solido em fragmentos ndo arbitr&rios pertencentes a uma

das quatro categorias acima.

O cdculo do volume de uma pirémide yangma pode ser descrito como segue:

Condderar uma piramide de base retangular com um lado perpendicular & base — um

yangma,

Usando os Sdlidos descritos acima podemos encontrar uma formula para cacular o

volume da piramide yangma cuja base € o retangulo de lados a e b e de dtura h;

Se Vq ,Vy e Vp sio os volumes do giandu, da piramide yangma e da piramide

bienuam temos que:

Vq:%abh:J

V=V, +vy ® Moy ity 3y e v, =Llan
v, =2v, |
p

= Logo, 0 volume de uma pirdmide de base retangular com uma das arestas

perpendiculares a base é dado por:

O volume da pirdmide bienuam cuja base é o tridngulo reténgulo de catetos a, b e dturah é

dada por:
abh
Vv _labh _ 2 _ (éreadabase)h
2 3 3 3

No cdculo do volume da pirémide yangma, Liu Hui, ndo satisfeito com as manipulaches
algébricas também usa, como no caso da medida do circulo [ver Capitulo 3 deste trabalho], a

idéia de passagem a0 “limite’ e 0 “método da exaustao”. *°

De acordo com Katz

quaquer prova da formula para 0 volume de uma piramide deve usar
consideraces infinitesimais e assm, ndo € surpresa que exatamente como

30 Seidenberg, A. p. 111; Horng, W. S. p. 408; Martzloff, J. C. p. 284
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no caso da medida do circulo, Liu Hui tenha usado de um processo de limite
para derivar o volume da piramide.®

A piramide yangma, como ja vimos, tem uma base retangular e um lado perpendicular a

base™.
O procedimento utilizado por Liu Hui pode ser descrito do seguinte modo:

Interceptando a pirdmide com um plano pardelo a base e trés planos perpendiculares a
base passando pelos pontos médios das arestas, decompomos a piramide dada em um

paraelepipedo, duas piréamides semelhantes a dada e dois quiandu. [Figura 3.4]

Figura34

SeV é o volume da pirdmide dada temos:

V =V, +2Vg+2V1 = 2V, + 2V

onde V, € o volume do pardeepipedo de arestas g; —2 eﬁ2 e Vq 0 volume do giandu de base o
reténgulo de lados a eE edtura h .
2 2 2
Logo,
abh
s

3l Katz, V.. p. 41
32Tais figuras podem ser generalizadas considerando-as como intersecdes de um paralelepipedo de dimensdes a,

b, h com planos.



abh
I
Repetindo o processo temos:
v, =220 1oy,
(2
Logo,
V=allzh+22 abh3+22V2=£2h+ abh2+22V2
Z(2) Z (2)
Repetindo este processo um nimero, n, de vezes temos.
V_abzh abh2+. N abhn+2nvn
z () (2)
é u
g 2 @) @)y
. . ~__a_ b _h
onde V,, € 0 volume dayangma de dimensdes > ?e? .

» Quando n tende ao infinito, V,, tende a zero e

yoah 1 _abh
4,1 3

4
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Veremos a seguir que, apesar do grande interesse dos egipcios pelas piramides, nos

documentos conhecidos da época nenhuma referéncia explicita de uma férmula para o cdculo

do sau volume foi encontrada.®®

As pirdmides sBo sempre consideradas uma prova visua de capacidade matemética dos

egipcios. Sabendo que éas eran uma das suas edtruturas favoritas — ees congruiram

nuMmerosas piramides como lugar para sepultamento de seus farads — € de se estranhar que néo

exiga nenhum documento explicito com um procedimento para cdcular o volume de uma

pirdmide®,

B Kaz,V.J.p. 23
34 Katz, V. J. p. 49; Bunt, L.N. H.; Jones, P. S. ; Bedient, J. D. p. 36
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Os papiros conhecidos e antigos registros revelam pouco sobre o conhecimento dos
egipcios em relacdo a este solido geométrico. Tudo o que se sabe é que os escribas conheciam

como cacular:
» O seked (inclinagdo dos lados) de umapiramide.
» O volume do tronco de piramide.
» O volume dapiramide.

» O fato dos comentaristas assumirem que 0s egipcios conheciam a férmula correta para o
volume de uma pirémide de base quadrada é bascado no fato deles conhecerem uma

férmula correta para 0 volume do tronco de piramide, como veremos mais adiante neste
cgpitulo.

Desta maneira, dguns higtoriadores da matemdica airmam que para uma piramide de

base quadrada b e dtura h, os egipcios usavam aférmula

Assumindo que esta conjectura sga verdadeira, podemaos perguntar como eles chegaram a
eta formula Como 0s egipcios condruiam suas pirmides aravés do empilhamento de
tijolos, tavez des também tenham chegado a formula do volume da pirdmide peo mesmo
processo. De acordo com Katz, existem vaios argumentos possiveis usando “tijolos’ que

levariam & férmula correta para o cdculo deste volume ®

As Unicas referéncias a cdculos de pirAmides dém do problema MMP 14 rdativo ao
caculo do tronco de piramide, so os problemas 56, 57, 58, 59 e 60 do papiro Rhind que sGo
sobre estruturas arquitetbnicas com lados inclinados [Figura 3.5]. Todos estes problemas séo
bastante smples e rdativos a inclinacdo de piramides, exceto o Ultimo problema. A unidade
de inclinagdo € o seked que € definido como o dedocamento horizonta em pamaos para uma
queda de 7 palmos (= um ctibito redl).%®

5 Katz, V. p. 50
% Gillings, R. J. p. 183; Robins, G.; Shute, C. p. 47; Bunt, L.N. H.; Jones, P. S.; Bedient, J. D. p. 37
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Figura 3.5

A seguinte traducdo do texto do problema 56 que € acompanhado por um desenho [Figura
3.6]

Figura 3.6

No problema 56 é dada a atura correspondente a 250 cubitos e a base 360 cubitos de uma
pirdmide e pergunta-se qual é seu seked.

Solucéo dada pelo escriba:

= Achar ametade de 360 [medida da base]. Resultado 180;

Dividir 180 por 250 [atura da piramide]. Resultado Z—i X

= Agoral clbito é 7 pamos,

= Entdo, multiplicar 7 por E. Resultado 126 _ 5i ;
25 25 25

*  Egteéseu seked.

Isto significa que a projegdo ortogona das faces triangulares da pirémide é de 52—15 pamos

para cada aumento de um cubito na atura.
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Assm, a inclinacdo das faces laterais de uma piramide de base quadrada de lado b e dtura
h é dada por: [Figura 3.7]

7£ seked
2h

Figura 3.7

Mas 2_bhé a cotangente do angulo VEV' que é o angulo diedrd que as faces laterais da

piramide fazem com a base. A multiplicaco por 7 € para obter 0 seked ou sgja, a medida do
dedocamento horizonta [em pamosg necesshia para determinar inclinacdo da piramide

quando a aturaéde 1 cubito rea [Figura 3.8].

1clbitoreal =
7 palmos

X palmos

Figura 3.8

No problema 56 do papiro Rhind, ainclinacdo da pirdmide € dada por

Cotangente(b VEV’) = 18

25
?(palmOS :E@ 5:@@ X:7E
lcubito=7pamos 25 7 25 25

Os construtores das piramides precisavam preservar suas diregdes com bastante cuidado de
modo a obterem 0 mesmo seked para cada bloco de pedra subsegliente e esta deve ser uma

das razdes de 0 porqué da orientacio das piramides ser exatamente norte-sul e leste-oeste.’

%7 Gillings, R. J. p. 186
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Os outros problemas sobre pirdmides encontrados no papiro Rhind sGo semehantes ao
problema 56 onde sdo dados dois dos trés eementos base, atura e seked e o problema pede

para calcular o terceiro.

A discusséo dos problemas 56 a 60 do papiro Rhind e do conceito de seked pode levar a
uma reflexao sobre conceitos trigonométricos como os de angulo, tangente e cotangente.
Permite também, trabalhar o conceito de angulo diedral e levantar questbes sobre como
usando o seked é possivel construir uma piramide por empilhamento de tijolos [ como eram
feitas na antiglidade] de modo que ao final da construcéo as superficies laterais do

monumento estejam contidas em planos e a inclinagéo dasfaces|aterais seja aquela desejada.

Jahnke® em seu artigo The use of original sources in mathematics classroom, sugere
algumas atividades que podem ser desenvolvidas em um curso de formagéo de professores,
inclusive a construcéo de instrumentos para medir o seked e sua aplicacdo no estudo de

algumas funcdes trigonométricas.

Com relacdo a como os egipcios podem ter chegado ao volume da pirémide de base

quadrada, Gilling sugere dgumeas poss bilidades:

= E dmples congruir uma pirdmide e uma caixa retangular vazada de mesma base e
dtura, para determinar que a piramide tem um terco da capacidade da caixa

retangular Ssmplesmente enchendo os recipientes com areia ou &gua.

* Os ggipcios sabiam que o volume de um bloco retangular € igua ao produto de suas
dimensdes lineares, entdo, 0 volume de uma pirémide seria um terco da &ea da base
vezes a dtura Da mesma manera, os dois solidos poderiam ser congtruidos de argila

do Rio Nilo e pesados no modo egipcio usud.

= Qutra possibilidade é o méodo da decomposicéo, em que uma piramide é cortada e
suas partes re-arrumadas de modo a formar um bloco retangular cujo volume pudesse

ser facilmente calculado.

Com base nesta Ultima possibilidade, podemos decompor uma pirdmide de base quadrada,
congtruida de argila ou madeira, cuja dtura sga exatamente a metade da base quadrada em

quatro piramides de mesma dtura e base um quarto da pirémide dada [Figura 3.9]

38 Jahnke, H. N.et alli p. 298-302
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Figura 3.9

Trés destas pirdmides juntas formam um cubo cujos lados B0 iguais a metade da base da

piramide. [Figura 3.10]

......................

Figura 3.10

Asam,

3 ;3d)t')3 3 4p° 1 ,b Db’h
V. ==V___ ——==—V. .. ®V._ _  _ =—_—_=_p°"—=
cubo 4 piramide 82ﬂ 4 pirdmide piramide 3 8 3 2 3

onde b é abase dapiramideeh = £2) suadtura

Outro método é congtruir 6 piramides congruentes de base quadrada de lado b e dtura

h =% e juntélas paraformar o cubo conforme figura 3.11.
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h
L SHococoooad koooooacog
b
Figura3.11
Asam,
1 1.,h b’h ..
\% =6Viam ®b2h =6V.. ® V., :_bzh :_bZ cubo — piramide

cubo pirdmide cubo piramide piramide 6 cubo 3 > 3

Obtemos assm, uma férmula para o cdculo de uma pirdmide de base quadrada cuja dtura
€igua a metade da base.

A discussao por professoresemformacéo dos problemas encontrados no papiro Rhind sobre
piramides e das consideracOesfeitas por Jahnke emseu artigo abriria maisumespaco para o
debate, em aulas de geometria, sobre a inser¢do do componente histérico no ensino desta
disciplina, sobre a construcdo de materiais concretos significativos para 0 ensino
aprendizagemda geometria, sobreosdiversostiposde” demonstracdes’ que podemser usadas
para inferir formulas geométricas, em que niveis da escolaridade podem ser trabalhadase,
também, mostrar aos futuros professores que existem diversos modos de trabalhar com os
alunos os volumes de solidos geométricos além de simpl esmente apresentar a elesuma férmula

para ser aplicada.

Segundo Katz*°, a@inda n& foi encontrado nenhum tablete babilénico mostrando o céculo
do volume de uma pirGmide mas, paece razoavel assumir que os babilbnios estavam

familiarizados com aférmula correta

¥ Kaz, V.dp.24



192

Para judificar esta afirmacdo, Kaz observa que os mehores exemplos babilbnicos de
volumes de <olidos envolvendo piramides séo do texto BM 96454 que contém varios

problemas envolvendo pilhas de gréos na forma de uma piramide de base retangular com o
&pice dongado*®, conforme figura 3.12.

a

Figura 3.12

O método para encontrar a solucdo corresponde aférmula

V:@%+Eg
3& 25

Apesar dos babilénios ndo agpresentarem indicios de como chegaram a edta formula, €a

pode ser deduzida usando 0 méodo comum na Antiglidade de decompor o sdlido em outros
de volumes conhecidos.

De fato, podemos decompor o sdlido acima em duas piramides de bases retangulares de
lados a e b edturah e um prisma de bases triangulares conforme figura 3.13.

Cc

Figura 3.13

OKaz. V.J.p.23
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Cada uma das piramide de base retangular tem lados da base iguais a b e % e dtura h.

O prismatem base retangular de lados a e c edturah.

Assm, o volume do sdlido &

_bch, 2h&ada- c) 0
2 3¢ .
_bch_ abh_hch

2 3 3

bch abh
"6 3

_bhae co

—ca+

S 3& 25

4.3.1. Consider acdes finais sobre a piramide

De acordo com Arquimedes, a formula do volume da pirdmide foi “provadd’ por Eudoxus
[usando méodo da exaustdo] mas foi primeiro determinada por Demdcrito sem uma prova

védida*!

Hilbert colocou a questdo de, se com base em seus axiomas para geometria, ser possivel
achar o volume de um tetraedro por um argumento finito. Ou, se dois tetraedros de mesma
dtura e bases de mesma érea podem ser decompostos no mesmo numero (finito) de poliedros

que sfo dois a dois congruentes. M. Dehn [1902] mostrou que a resposta é negativa*?

Com base nisto, Neugebauer afirmou que os antigos de cerca de 1800 a.C. ja enpregavam

processosinfinitos. Seidenberg afirmaque:

Estritamente falando, este argumento estd errado ou incompleto, desde que ele pode

provar por um argumento simples, acessivel aos Antigos Babil6nios, e baseado em hipoteses
.. - e . 1 ,
plausiveis e ndo usando processos infinitos, como obter a formula V = 3 base” atura.*®
Por outro lado, no capitulo V do Juizhang suanshu o volume do tronco de pirdmide €
caculado como

_ur+uv+v?
36

4 Katz, V. p. 49
42 Seidenberg, A. p. 114
“3 Seidenberg, A. p. 114
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Que esta correta, exceto pelo vaor de p usado no cdculo daareado circulo.

4.4.Tronco de Piramide

Exigem quatro textos faando sobre o volume de tronco de piramide dois babilGnios, um
chinés e um egipcio.

Com relacéo aos textos babilénios, 0 volume do tronco de pirdmide de bases quadradas a®
eb? edturah notexto BM 85210, é calculado usando aférmula:

1 2 2
=—[a”+b]h
5l ]

gue corresponde a formula encontrada no problema 9 do texto BM 85194 sobre o caculo do

tronco de cone.

No texto BM 85194 que cdcula troncos de cones, o volume do tronco de piramide de

altura 18 e bases quadradas de lados a = 10 e b = 7 é redlizado, como segue:

=  Clculo* de

a@+bd _a0+78 289

€25 &2 5 4
= 7245 =60+12 + =
4 60

=1 60+12" 60°+15" 60"
=112,15

= |sto sugere que o caculo era baseado naférmula

_%a+bg U

g— .h

onde, .... representa um termo duvidoso — o texto esta danificado.
= Cdcuodea—-b=3

= Por uma operacdo que ndo esta totalmente clara, o texto chega ao nimero 45 que
pode ser interpretado como sendo 0;45 que corresponde, no sSistema decima a
45 3

60 4

= Neugebauer explica o nimero 0;45 vindo da formula

44 O sistema de numerac&o dos babildnios era sexagesimal.
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lo- b’ _laBo _3
38 2 5 3%25 4

Assm, o termo duvidoso do texto deve ser

lgea- bd
& 2 5
= E, de acordo com Neugebauer, o cdculo apresentado no texto BM 85194 é baseado
naférmula correta®
Yoot i 24
v=f@rhe  lax boy,
1‘8 2 5 3& 2 ﬂ%

Por outro lado, 0 termo duvidoso poderia ser interpretado como

aa-bg

2 g

e, entdo, aférmulasaria

4 2 N
v=g@tbo, lh=

25 g &2
_a@’+2ab+b’ aZ-Zab+bzt_')h
&2 2 5

2 2
:a+bh
2

gue é a mesma encontrada no texto BM 85210.
a-b
e €, nesse caso, 0

Ja Thureau-Dangin considera 0;45 como resultado do cdculo de

cdculo do volume é dado pdaformula
V=Ia@+bg L8 bgt‘h
€25 €2 4
Mas van der Waerden tem ainda outra explicacéo. Primero, ele encontra dificuldades na

explicacéo de Neugebauer indicando os textos “relacionados’ BM85196 e BM85210 nos

quaisaférmula

45 yan der Waerden, B. L. p. 21; Seidenberg, A. p. 108
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v :%(a2+b2)h

€ usada. Tomando por base o fato de que “0 espaco no texto que precede o nimero 45 e que

contém poucos simbolos ilegivels é muito pequeno para o caculo de _gea_bo " e “ambas as

dificuldades desaparecem se supormos que 0;45 é um erro de caculo e devemos subgtituir por

a@-bo
— —215
g 2

Isto significa que o traba ho € baseado naférmula

aeaoz - b&
§2 5§

V= > agh

i
I
T
gue esta, defato, erradamas coincide com

V:%(a2+b2)h

2
Assim, paravan der Waerden, o termo obscuro é §@_b9
a

Seindenberg concorda com Neugebauer e sustenta o fato de que os babilénios tinham a

formula correta para o caculo do volume do tronco de pirémide apesar das evidéncias,

segundo ele, n&o estarem claras.*®

Uma anélise pel os professores-alunos das formulas utilizadas para calculos de areas e
volumes encontradas nos trabal hos matematicos dessas civilizagfes poderia fazer com que
per cebessem a necessi dade de algum tipo de argumentacdo como meio de garantir a validade
dosresultados encontrados. A analise cuidadosa de afirmacgdes e o exerciciodo convencimento
sS40 necessarios nao apenas no trabalho matematico, mas em toda atividade na qual o
individuo esteja envolvido. E, portanto, importante que a formag&o do aluno e do professor-
aluno propicie momento de analise e reflexdo que venham desenvolver a capacidade de
argumentacao e convencimento dentro de argumentos éticos e 16gicos.

O méodo utilizado por Liu Hui, em seu coment&io sobre o Jiuzhang suanshu, para a
formula chinesa do volume de um tronco de pirdmide — o fang ting [barraca de base
quadrada)

46 Seidenberg, A. p. 108
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V, =L@ +ab+b?)h
"3

€ baseado na decomposicéo deste sdlido em nove sdlidos eementares. 1 lifang, 4 giandu e 4

yangma*’ [ Figura4.1] e podemos descrevé-lo do seguinte modo:

= Dividir o tronco de pirdmide por planos verticais como € indicado nafigura4.1.

H G

.......................................

Figura4.l

= Aspartes sd0: um cubo centra, 4 prismas e 4 piramides. [Figura4.2)

Figura4.2

!

Liu Hui assume agui que a base menor esta smetricamente colocada em relacdo a base

maior.*®

47 Martzloff, }C. p. 283; Yan, L.; Shiran, D. p. 72
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Ele também trataapenasdocasoh=1,a=3eb=1.
= Retirar do tronco de piramide as 4 piramides.

= |nverter o prisma norte e colocar sobre o oeste, inverter o sul e colocar sobre o leste.
Forma-se um bloco (unido do bloco de base b e dtura h com os 4 prismas) de
volume abh'®. [Figura 4.3]

Figura4.3

= Sabendo que o volume da pirdmide de base quadrada de lado ae dturah é % ah.

= Temos

.2
V =abh+412 PO,

58 2 g

1 2
= abh+1(a- by’h

3
=abh+§(a2-2ab+b2)h=abh+§(a2-2ab+b2)h

:%(az +ab+b*)h.

E possivel que esta prova tenha sido inventada por Liu Hui, mas existe a possibilidede de

que ja fosse conhecida, porque os sdlidos elementares usados j& eram conhecidos.>

“8 A reducéo desse caso a0 caso geral & simples.

9 Lui Hui inverte a oeste e coloca sobre a norte e inverte a leste colocando-a sobre a sul. 1sso é equivalente ao
guefoi feito.

%0 yvan der Waerden, B. L. p.41
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Agora, se tomamos as cunhas leste e oeste, invertermos uma das duas e unirmes,

tomarmos as cunhas norte e sul, invertermos uma das duas e unirmos, [Figura 4.4], ao invés

de um paraeepipedo, obteremos um prisma reto cuja base sera um gnomon e a dtura seré h.

[Figura4.5]
H G
E F
F
Figura4.4 hr G
b
b
Bl b a- b
2 2
Basedo Prisma
Figura4.5

E neste caso, sabendo que o volume da piramide de base quadrada de lado a e dtura

h é %azh e que o volume do prisma é

volume do tronco de piramide:

5

a- by a@- bg'l

2 5 & 2

-~ gh temos para
24
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_ém+bg lga byl
= - +—c——=qh
& 2 5 38 2 g

Que é aférmula babilénica para 0 volume do tronco de piramide.

Os chineses também sabiam como cdcular o volume de um tronco de piramide cujas bases
eram retangulos diferentes. Supondo que a base menor estd colocada sSimetricamente em

relacdo a base maior podemos usar 0 segundo argumento dado acima mas 0 primero ndo se
aplica™!

Para cdcular volumes de véaios outros sdlidos Liu Hui usa méodos semehantes aos que
acabamos de descrever. Por exemplo:

O volume do chi méng [sotdo de forragem] é calculado usando dois prismas e
guatro yangams. [Figura 4.6]

Figura 4.6

Assim, sea e b sdo os lados da base, ¢ amedida do lado superior e h adturatemos que:

S —_—

:%[Za- 2c+ 3q :%[Za+ cl

Que é a mesma formula babil 6nica para este solido.

> Seidenberg é de opini&o que os chineses também conheciam o segundo argumento. [Seidenberg, A. p. 113]
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= O xian chua [bueiro] pode ser decomposto em dois ou quatro tetraedros com um

prisma entre ees [Figura 4.7].

Figura4.7

= O volume do fang zhui [sovela®® quadrada] é caculado como o volume de 4

piramides. [Figura 4.8].

Figura4.8

» O chu tong [s6tdo de menino] como o volume de dois cubos, oito prismas e quatro

piramides [Figura4.9].

|

Figura4.9

Embora nenhum documento egipcio gpresente um procedimento explicito para o volume
de uma piramide, exige um Unico problema no Papiro Moscou que fornece orientagdes
explicitas para determinar 0 volume de um tronco de pirdmide com bases quadradas 2 e 4 e
dtura6. A figura4.10 mostra este problema >

52 Sovela: instrumento com que os sapateiros furam o couro para cosélo. Koogan, A.; Houaiss, A. p. 793
3 Bunt, L. N. H.; Jones, P. S.; Bedient, J. D. p. 37; Gillings, R. J. p. 189



Usando a notaco atual podemos descrever o procedimento do seguinte modo:

Figura4.10

Calcular o quadrado de 4. Resultado 16.
Achar o dobro de 4. Resultado 8.
Calcular o quadrado de 2. Resultado 4.
Somar 16 com 8 e com 4.

Resultado 28.

Calcular aterca parte de 6. Resultado 2.
Calcular o dobro de 28.

Resultado 56. VVocé achou o volume corretamente.
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Se consderarmos um tronco de piramide de bases quadradas a e b e dtura h e seguirmos o

procedimento egipcio, chegaremaos ao seguinte resultado:

Calcular o quadrado de a. Resultado &.
Achar b vezes a. Resultado ab.

Calcular o quadrado de b. Resultado b?.
Somar & com ab e com b?.

Resultado & + ab + b2,

Cdcular atercaparte de h. Resultado 2 .

Cacular g vezes (& + ab + b?).
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. Resultadog ( a’+ab+b? ) . Vocé achou o volume corretamente.

Podemos entdo dizer que o méodo egipcio para cdcular o volume de um tronco de

pirdmide é equivalente a0 chinés e corresponde a aplicacdo da férmula>*
V =(a?+ab+ b2)D *)
3

Td féormula, segundo Seidenberg™, s6 poderia ser obtida através de uma andise
geométrica ou pela dgebra

Observe que se fizermos a = O teremos

aférmulapara o cdculo do volume de uma piramide de base quadrada b e dtura h.

E bem conhecida a controvérsa de como os egipcios poderiam ter encontrado a formula
(*) para o volume de um tronco de pirdmide de base quadrada. Alguns argumentam que € um
grande mistério, desde o famoso resultado de Max Dehn de 1900 mostrando que €les néo
poderiam ter chegado a edta férmula sem utilizaremse de méodos desenvolvidos muito
tempo depois. Alguns sugerem que a regra pode ter sido encontrada de varios modos, por
exemplo, a partir da experiéncia na construgdo de pirdmides e/ou da consderacdo do caso
especid de sais piramides congruentes com bases as faces de um cubo e dpice comum no

centro [Figura 3.11], generdlizando a seguir aregra®®

Vé&ias tentativas para averiguar como 0s egipcios teriam encontrado a férmula para
cdcular o volume do tronco de piramide foram feitas. A agpresentada a seguir pode ser
encontrada em Gillings, € € um processo de determinar 0 volume de troncos de piramides

epecials natentativa de imaginar como poderiamos inferir tal formula,

>4 Seidenberg, A. p. 108
%5 Seidenberg, A. p. 108
6 May, K. p. 186-187
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Figura4.11

= Congderar uma piramide de bases quadradas AB = a e EF = b com dtura passando
pelos centros das bases. [Figura4.11]

= O volume do tronco de piramide pode ser calculado como o volume de toda a

piramide, menos a pequena piramide cortada do topo.
»= Sek éadturadapiramide toda e h adturado tronco de piramide, entdo
k=h+/
onde ¢ éaadlturada pirémide menor.
= Além disso, por semelhanca dos tridngul os temos que

L__b
h a-b

1.,

1 1 L1, .
V =Za%k- =b¢ == h+/7)- b2/H==éa*h+a’/ - b*¢
Jak- =28 (h+/)- bh=—ga i

tronco de piramide

» Sea=2b[caso do problema 14 do papiro Moscou], temosh = |

v =gt o (a- 1)

tronco de pirdmide ~ 3 e

> Mas,



a
ab b
a’- b*>=ab+b?
B© |b
Figura4.12
Logo,

Vtronco de piramide = % gaz + ab+ bZH

que é aformula egipcia

Andogamentesea=3b,h=2 e

V _ h é 2 +£2 = b2 d;l
tronco de pirdmide 3 ga g 2 &IU
a
ab b
ab b a—b*=2ab+2tf
% ‘ b? b* |b
Figura4.13

E mais uma vez encontramos que
\% =D g v abe b2
tronco de piramide — 5 gﬁ H

Podemos continuar repetindo este processo para a= | b onde | > 1 é um nimero inteiro
obtendoque h=(I -1)l

V —_

tronco de piramide ~

a
ab b
ab b

A2 h2 =/l _Nah+(l _ 1N\h2
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= Assm, para troncos de piramides de base quadrada a e b com dturah e a=1 b com

| >1 inteiro, temos que:

\% —%ga2+ab+bzg

tronco de piramide ~

que é aformula egipcia

Um outro modo de chegar a férmula egipcia é aravés da decomposicdo do tronco de

pirdmide em um paraogramo, dois prismas e uma piramide>’
= Congdere um tronco de piramide de bases quadradas de ladosae b (e dturah.
= Podemos decompor este tronco de piramide em [Figura4.15]:
» Umapiramide de base quadrada b-a e dtura h.
» 2 prismas de base retangular de lados a e b-a e dtura h.

» 1 pardeepipedo obliquo de base quadrada a e dturah

| A\ [

/ 7 A
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= O volume do tronco de piramide pode ser calculado entdo como:

\% =V +V +2V

tronco de pirdmide piramide paraldepipedo prisma

:%(b- a)’h +a’h+ (b- a)ah
:ggoz - 2ab+a’ +3a’ +3ab- 32’y

:%[bz +ab+&’]

Pela andlise nos textos gerais de historia da matematica consultados € possivel perceber
uma tendéncia a englobar todo o fazer matematico anterior ao grego com o rotulo de pré-
histéria da matematica. Esta atitude pode noslevar a pensar que so existe matematica legitima
guando se pde em pratica o método dedutivo. A andlise que acabamos de ver de como 0s
egipcios podem ter chegado a uma férmula para o calculo do volume de uma piramide,
permitiria uma reflexao quanto a esta atitude, aimportancia detrazer para sala de aula os
varios métodos utilizados por diversas culturas na tentativa de encontrar solugdes para 0s
problemas oriundos das necessi dades destas sociedades e sobre ainfluéncia do contexto socio-
cultural na determinacéo da forma como o conhecimento € adquirido e transmitido para os
membr 0s interessados pela questao.
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4.4.1.6. Consideracdes Finais sobre Tronco de Piramides

A mais antiga prova do volume do tronco de piramide foi dada pelo maeméatico grego
Heron de Alexandria, Métrica i, 8.8

A variedade de solidos geométricos, conhecidos por nossos alunos, que possuem a mesma
forma dos sélidos discutidos pel os povos aqui estudados, permite a elaboracao, por parte dos
professores em formacao, de problemas significativos que podem ser aplicados no ensino
fundamental e médio, a construcéo de materiais concretos para o calculo do volume desses
objetos e o trabalho com o célculo de volume que ndo se restringe apenas a aplicagao de
férmulas conhecidas e memorizadas.
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“’5. Esferas, Cones e Cilindros

5.1. Introducéao

Norteiam este capitulo questdes que emergiram a partir das informacdes encontradas sobre
0 uso de esferas, cones e cilindros entre os povos agui estudados, como estas formas foram
incorporadas a cultura de cada um deles, o conhecimento geométrico desenvolvido por cada

um destes grupos sociais.

Com relacéo a como e quando se deu a interacdo do homem com cada uma destas formas,
pude perceber que, ndo fugindo ao processo natura ja apresentado neste trabalho em varios
momentos, a forma s revela a0 homem aravés de dguns dementos da natureza; em outro
momento, ela se impde ao homem como necessaria a construcéo de alguns dos seus artefatos
fazendo com que aumente a proximidade entre 0 homem e a forma e, etando familiarizado a
ela, conhecendo algumas de suas propriedades, 0 homem acaba usando de sua liberdade

crigtivae ausalivremente.

Assm, os Macondes cortavam de uma avore um retangulo de casca para fabricar com

isso um recipiente cilindrico, no qua conservavam cereaist. [Figura1.1]

Figural.l.

O modo como os Macondes constroemumrecipiente cilindrico nosleva a pensar naforma
cilindrica como aguel a obtida enrolando umretangul o de modo a fazer coincidir doisde seus

lados opostos.

Assim, podemostrazer para nossasaulasde geometria o fato de o cilindro ser difeomorfo ao
plano, o que significa que algumas propriedades do cilindro podem ser inferidas a partir de
propriedades conhecidas no plano. Por exemplo,

Sabemos que 0 menor caminho entre dois pontos no plano euclidiano é dado pel o segmento
dereta determinado por estes pontos. Dados dois pontos sobre uma superficie cilindrica, qual

seria a curva de menor comprimento que ligaria tais pontos?

1Gerdes, P. p. 94
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O desenho emum retangul o de diver sos segmentos de reta e o enrolar do retangulo para
formar o cilindro, conduz ao fato de que as geodésicas do cilindro sdo as geratrizes, oscirculos

paralelos a base e as hélices. [Figura 1.2]

Figural.2.

Encontramos, também, formas cilindricas no atesanato de Angola e no chicusa de

Mogambique. [Figura1.3]

(@) )

Figura1.3

Nos indrumentos musicais dos indigenas brasileiros, entre seus utensilios domésticos e
ornamentos pessoais. [Figura 1.4.]

(@) (©
()

Figura 1.4.

(d)

Nos ornamentos pessoais dos povos da M esopotamia. [Figura 1.5]
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Figural5s

Em medidas de capacidade dos egipcios [Figura 1.6]

Figura 1.6

Formas conicas, de troncos de cones e esféricas também sdo encontradas entre os

instrumentos e artefatos destes povos. [Figura 1.7].

®
@

(©

(€)

(d) _
Figura 1.7
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Avariedade de objetos que podem ser encontrados contendo em sua composi ¢&o uma das
formasaqui estudadas, pode ser usada pelo professor para mostrar ao aluno como taisformas
sdo adequadas, emal guns casos, na construgao destes objetos, como por exemplo na confecgéo
de cestos, vasilhames e instrumentos musicais, permitindo gue o aluno perceba que formas
geométricas basicas como cones, cilindros, esferas e outras estdo diretamente ligadas ao

conhecimento cultural de um povo.

5.2. Defini¢cbes de Esfera, cone e cilindro
E interessante observar que a primeira definicdo da esfera que aparece nos textos de
higtéria da matemdtica da bibliografia consultada é aguda que a define como obtida pda

rotacdo de um semicirculo em torno do seu diametro.

Encontramos, no livio XI dos Elementos de Euclides as seguintes definiches relativas a
esfera, cone e cilindro:

Quando o didmetro de um semicirculo permanece fixo, o semicirculo gira
em torno [do didmetro] e retorna @ mesma posicdo que ele comegou a se
mover, a figura compreendida é uma esfer az.

Quando um lado sobre o angulo reto de um tridngulo retdngulo permanece
fixo, o tridngulo gira em torno dele e retorna a mesma posicao da qua
comegou a se mover, a figura compreendida € um cones.

Quando um lado sobre o angulo reto de um paraeogramo reténgulo
permanece fixo e o paraelogramo gira em torno dele e retorna a mesma
posi¢cdo da qual comecou a se mover, afigura compreendida € um cilindr o4.

5.3.Volumes
Céculos dos volumes de cilindros, cones e troncos de cones estdo intimamente conectados

a consideragdes correspondentes sobre prismas, piramides e troncos de piramides.

Os egipcios cdculavam volumes de cilindros e encontramos cdculos de volumes de
troncos de cones entre os babilénios. Com relacéo a0 volume da efera, as primeras
consderagbes que encontrel nos textos gerais de histdria da matemédtica consultados  referiam:
Se a matematica grega e 0 primeiro teorema sobre a esfera € encontrado no Livro XII dos
Elementos de Euclides.

5.3.1.Volumedo cilindro
Na China uma férmula para o volume do cilindro circular reto — chamado pelo nome de

“forte circula” — € encontrada no quinto capitulo do Jiuzhang suanshu intitulado Shang kung

2 Heath, T. p. 261; Katz, V. p. 91 A palavra esfera vem do grego através do latim stereometrie. Smith, D. E. p.
294,

3Heath, T. p. 261; Katz, V. p. 91

4Heath, T. p. 261-262
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[um texto de consulta para engenheirog]. A formula é v =%C2h onde C é o comprimento da
circunferéncia da base do cilindro e h sua dtura®

No Antigo Egito o cdculo do volume do cilindro aparece associado a necessdade de
determinar a capacidade de celeiros cilindricos ou depdsitos de provisdes. Eles sabiam que o
volume de um cilindro era, como o de um recipiente retangular, igud a &ea da base
multiplicada pela dtura; entio era suficiente determinar a &ea da base circular. E portanto,
nos problemas relativos ao cdculo de capacidades de celeiros cilindricos que encontramos o
método utilizado por eles para cdcular a &ea do circulo®. O méodo utilizado para achar o
volume de um cilindro era exatamente igua ao que usamos hoje:

» Achar a&eadabasecircular.
= Multiplicar o resultado peladtura

Os problemas 41, 42 e 43 do Papiro Rhind [Figura 3.1] mostram tanto o método utilizado

pelos egipcios como o cuidado do escriba em apresentar as respostas numa unidade de medida
mais adequada para gréos.

Problemas 41-46 Problemas 47-48; Final de 43-46

Figura3.1

O Problema 41 do Papiro Rhind pode ser enunciado da seguinte forma’:
Para um celeiro de didmetro 9 cubitos e altura 10 cubitos, achar o volume.

Método utilizado pelo escriba:

5Mikami, Y. p.15; Yan, L.; Shiran, D. p. 44
6 Robbins, G.; Shute, C. p. 44
7Gillings, R. J. p. 146
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=  Subtrair do didmetro [9] suanona parte. Resultado: 8
= Multiplicar o resultado [8] por 8. Resultado: 64

= Multiplicar o resultado por 10.

= Volume: 640 cubitos cubicos.

O escriba expressa o resultado em uma unidade mais conveniente para graos — o khar
- 1
lcubito = 15 khar
Assim, o volume é

640% khar = 960 khar = 48 centenas de hekats quéaduplos

onde

20 hekats= 1 khar

E interessante observar , como os val ores obtidos nos problemas relativos ao céculo do
volume de celeros apresentados pelo escriba sGo muito grandes, ao invés dele multiplicar por

20 para achar o resultado em hekats de gréos, o escriba divide por 20 e da a resposta em
centenas de hekats quadruplos.

Defato,
960 khar = 19200 hekats = 4800 hekats quadruplos = 48 centenas de hekats quadruplos
O problema 42, como é possivel perceber, € anaogo ao problema 41.

Achar o contetido [volume] em khar de um cilindro de didmetro 10 cubitos e altura
10 cudbitos.

No problema 43, terceiro problema sobre conteidos de um celeiro cilindrico no papiro
Rhind, o objetivo do escriba é mostrar como o contelido [volume] pode ser encontrado

diretamente em khar, sem passar pelo cdculo do volume em cubitos clibicos.

Uma discussao destes problemas emum cur so de formacgao de professores pode servir como
forma de levantar a discussdo quanto a analise sobre o modo “ mais adequado” para
apresentar aresposta de umdeterminado problema e, também, mostrar um exemplo de ordem
pedagogica com que um problema pode ser trabalhado. No caso:

Apresentar a solucdo de modo sinples, resolvendo apenas a questao do célculo do volume:
a transformacao da unidade de medida sendo feita apds a solugéo do problema.
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Apresentar uma solugdo para o problema que ndo precisa passar por uma etapa
intermediaria.
O importante aqui é trabalhar as duas formas de resolver o problema, mas permitir que o

aluno utilize o método com o qual se sinta mais a vontade.

Em um curso de formacé&o de professores é importante que o aluno se familiarize com os

seguintes fatos:
= Podemos definir cilindro de uma forma mais geral;
» Ovolumedeumcilindro qualquer pode ser calculado como area da base vezesa altura;

» quando os antigos calculavam o volume de uma muralha como o produto do
comprimento da muralha pela area da se¢éo de corte, isto é equivalente a calcular a
area de umcilindro cuja base é a figura dada pela secéo transversal da muralha e a

altura € o comprimento da muralha

Vemos aqui umexemplo onde o conhecimento histérico pode ajudar o professor a entender

estagios na aprendizagem, bem como propor problemas inspirados pela historia.

5.3.2.Volumedo Cone

Como vimos no capitulo 2 deste trabalho, os problemas para calcular &eas e volumes no
Jiuzhang suanshu [China] sdo exemplos préaticos da época relacionados com agrimensura,
levantamento de medida de campos e cdculo da quantidade de terra utilizada na construcéo
de fortificagOes, diques, fossas e de varios tipos de depdsitos, armazéns, etc. Os métodos de
calculo estavam relacionados portanto, as necessidades da época.

Assm, encontramos no Jiuzhang suanshu a seguinte férmula para cdcular 0 volume de um

conecircular reto [Figura 3.2]:

V=_Ch
36

onde C é o comprimento da
circunferéncia da base.

Figura3.2

Considerando p = 3 temos®

8Yan, L; Shiran, D. p 45
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1, o Aptrt 43 prr_1
V=—6p r’gh= h= ==p r°h
36gp d 36 36 3p

que é formula que conhecemas para cacular o volume do cone.

5.3.3. Volumedo tronco de cone
Entre as formulas gpresentadas para cacular volumes de solidos na quinta secéo do
Jiuzhang suanshu [China] encontramos, para o cdculo do volume de um tronco de cone

circular reto, aférmula[Figura 3.3].

= C60.C,+Ci+ Cigh

C, é o comprimento da circunferéncia superior
C, € o comprimento da circunferénciainferior

h aaturado tronco de cone

Figura 3.3

Tomando p = 3, e sendo r1 e rp 0s raios dos circulos inferior e superior do tronco de cone,

aférmulaacima é equivdente a

V :%QZp ,2p r, +4p°r: +4 p2r§H

_p*h, PR
—¥g4rlr2+4rl +4r, 4

2
h N
=P g i

=Bl ¢ g

que é aférmula conhecida por nés para o calculo do tronco de piramide.

A partir do conhecimento da formula chinesa para o calculo do volume do tronco de cone e
do fato de que eles usavam parap o valor 3, chegar a uma formula que envolva o nUmerop
permite encontrar um candidato para o calculo do volume do tronco de cone e, demonstra-lo

usando o método dedutivo.
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Liu Hui em seu coment&io do Jiuzhang suanshu relativo ao cdculo do volume do tronco
de cone compara 0 volume de um pavilh& circular com o de um pavilhdo quadrado®. [Figura
34]

Figura34

Para iss0 ele usa o fato de que a razéo entre o volume dos dois solidos € igud a razéo entre

, ] . . 3
aareado circulo e a do quadrado circunscrito, que ele usa como sendo 2

Asam,

pavilhdo circular _ areado circulo
pavilhdo quadrado  érea do quadrado circunscrito

_3
4
Mas, 0 volume de um tronco de piramide éigud a

\%

tronco de piramide

=L@ +ab+ 07
3
onde a e b sdo os comprimentos dos lados dos quadrados que formam as bases do tronco de
piramide.
Como a=2r; eb = 2r, segue que:

éc,C, C* Ciu
\% @ Pl a2 Tl 20
tronco de cone glz 1 2H e€6 6 36 363

1. N
=£3C1C2 +C21+C22H

que é aformula chinesa para o volume do tronco de cone.

O texto babilénico BM85194 cacula o volume de um tronco de cone circular reto de

dturah =6 com circunferénciainferior C, = 4 e superior C; = 2. [Figura 3.5]

9Yan, L; Shiran,D.p 73



223

Figura35

As areas dos circulos A; e A, s8o cal culadas como sempre':

2 2
A =& e A, =&
12 12

Ent&o, o volume 'V é caculado por um processo equivaente a gplicacdo daformula:
V= %[A1 +A,]h

Iso sugere que os habilbnios tavez cdculassem o volume de um tronco de piramide

fazendo uma anaogia com o méodo utilizado por eles para cacular aarea do trapézio.

Seriainteressante emum curso de formacao de professores comparar esta formulacoma
utilizada atualmente nos livros didaticos e levantar a discussao sobre como estender formulas

de areas para férmulas de volume.

5.3.4. VolumedaEsfera
Com relacéo ao volume da esfera, as primeiras consderagbes que encontrel nos textos
geras de histdria da matemética consultados est@o inseridas na parte relativa a matemética

grega e, o primeiro teorema sobre esfera, locdizel no Livro XI1 dos Elementos de Euclides.

Por outro lado, textos especificos sobre a hitoria da matemética chinesa gpresentam um
meétodo interessante para determinar 0 volume da esfera.

Considero que o método utilizado por Zu Geng para calcular o volume da esferaéumdos
exempl os significativos da historia da matematica que deve ser incluido tanto no estudo do

Principio de Cavalieri como no da Esfera.

c? . . A
10estdo usando aformula A :E onde C é o comprimento dacircunferéncia. Ver cap. 3
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O clculo do volume da esfera tem uma longa e rica higtdria na China O Jiuzhang
suanshu, por exemplo, traz formulas para o caculo do volume de varios corpos e, entre estas
formulas, esta

para uma esfera de diametro D.

Egta formula é agplicada na solugcdo de dois problemas encontrados no capitulo 4 do
Jiuzhang suanshu relativos ao cdculo do didmetro de uma esferacom volume V' conhecido.

Duas judificativas para esta férmula gparecem na bibliografia consultada e usam de dois

dos vérios métodos de raciocinio utilizados pelos antigos chineses para resolver problemas'.
= O empirico

Um cubo de cobre de didmetro D igua a 1 polegada (cun) pesa 16 ongas (iang), enquanto
uma bola de mesmo materiad e mesmo diametro pesa 9 ongas.

Asam,

Vesfera :3 ® Vesf;ra :g ® stera :g D3
vV, 16 D° 16 16

= A argumentacdo heurigtica
Um circulo ocupa %da area do quadrado que o circunscreve. Passando do circulo para o
cilindro circular reto de dtura igua ao didmetro do circulo e do quadrado para o cubo de
areda igud ao lado do quadrado, temos que o volume do cilindro ocupa gdo volume do

cubo.

3
= _Aquadrado ® V =

circulo 4 cilindro —

A chbo (* )

Mlw

. 3 - :
Ovolumedaederaéigud a " do volume do cilindro que acircunscreve.

Vv

stera cilindro

v -3, u_9
cilindro 484 cuboH 16

= chbo

Vea‘era

3
4
3
4

1 Martzloff, p. 285
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Liu Hui goresenta eda judificativa e chama a aengdo para o falo da argumentacéo
utilizada para afirmar (*) ndo ser verdadeira.

Em um curso de formacgé&o de professores, considero que a discussdo, da existéncia na
historia da matematica e na etnomatematica de varios métodos de raciocinio para resolver
problemas, permitiria, entre outras coisas, trazer para a sala de aula uma reflexao sobre os
diversos métodos utilizados pelos alunos para resolver problemas e, possibilitaria uma
mudanca na concepgdo dos professores-alunos com relacéo a valorizagdo de um método
especifico em detrimento de outros.

Cabe aqui analisar com estes professores-alunos as vantagens ou nao da utilizacédo, na
solucéo de um problema especifico, de um determinado método e que habilidades estariam
sendo desenvolvidas nos alunos do ensino fundamental e médio quando sediscute ou seaplica

tal método.

Apesar dos comentarios de Liu Hui com reacdo a necessdade de verificacdo da razéol%

entre 0 volume da esfera e do cubo de aresta igual a0 diametro da esfera, este valor congtante

permanece invariante por diferentes dinagtias.
O préprio Liu Hui
= Citado Kao gong Ji (Os registros do artesdo) a descricéo da formula experimenta e

admite que estarazéo precisa ser verificada;

= Assume areacéo antiga

A razdo entre os volumes de um cilindro e da esfera inscrita neste cilindro é igual a
razao entre as areas de um quadrado e da secéo circular da esfera inscrita neste
guadrado.

= Progride dando uma exposi¢céo matemética de sua derivacao;

= Apontaaimpreciséo daformulg;

Introduz um novo sdlido — 0 mou he fang gai — para determinar o volume da esfera;

Admite que ndo pode progredir com a demonstracéo do cdculo do volume da esferg;

Andisa o problema e determina as éreas de dificuldade.

Dois seculos depois dos estudos de Liu Hui relativos a0 volume da esfera Zu Geng retoma
a investigagdo e é bem sucedido na remocdo das dificuldades. Para isto, €le usa o seguinte
resultado na demonstragéo:



226

“desde que volumes sdo feitos de blocos empilhados, [segue que] se as areas

correspondentes sdo iguais entéo seus volumes ndo podem ser desiguais.”

Egte resultado € comumente conhecido como Principio de Cavdieri gp0s o gedmetra
itdiano Bonaventura Cavdieri  (1598-1647) ter gplicado este método em seu trabaho

Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (1635).

Como um auxiliar heurisico para a teoria da integragdo, o principio dos indivisives
fornece um indrumento versdil paa medir figuras geomélricas. Por este  principio,
concebemos uma figura, de ceto modo, condituida por eementos de uma dimensio mas
baixa'?

Por exemplo, uma figura plana como composta por segmentos de reta formados por suas

secOes paraldlas ou um sdlido composto de seges planas. [Figura 3.6]

Figura 3.6

Portanto, uma propriedade da figura como um todo pode ser deduzida de uma propriedade

correspondente que é encontrada em cada um de seus componentes indivisivels.

Embora este méodo sga conhecido como sendo devido a Cavdieri, a técnica de medir via
os infinitamente pequenos n&o era nova em sua época. E possivel reconhecé-la nos métodos
utilizados pdos gedmetras chineses Liu Hui e Zu Geng e em outro mas antigo anda,
utilizado por Arquimedes para o caculo de volumes de sdlidos geométricos.

Na verdade, o uso de indivisivels estd relacionado a gedmetras anteriores a Arquimedes e

continuou a ser usado depois dele.*®

A dimenséo histérica conduz aidéia de que a matematica ndo € uma seqiéncia de capitul os
discretos, mas uma atividade de mover -se entr e difer entes modos de pensar sobr e conceitose

ferramentas.4

A demonstracdo de Zu Geng

2Knorr, W.R. p.67
13 Knoor, W. R. p.67
14 Barbin, E. p. 65
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* Inscrevaaesferaderaior emum cubo [Figura3.7];

= Inscreva no cubo um par de cilindros cujos eixos sfo perpendiculares entre S e
paralelos a base do cubo;

= Edescilindros circunscrevem aesfera;
= A supefice mou he fang gai [dupla abdbada], intersecéo dos dois cilindros, também
circunscreve aesfera

Quaquer plano horizonta intercepta a dupla abobada em um quadrado e a esfera em um

circulo inscrito neste quadrado.

/

-
N

/

Dividindo o cubo em 8 partes iguals, cada um dos pequenos cubos da divisdo fica

Figura 3.7

decomposto em um oitavo da dupla abdbada mais trés pegas™® [Figura 3.8].

H

Figura 3.8

15 Martzloff, J. C. p. 286-290; Yong, L. L.; Kangsheng, S. p. 220



228

Congdere um plano que intercepta 0 cubo aumaadturah dabase [Figura 3.9].

Figura39

SgaMR = ST =x
Area(MNPQ) = &rea (STVQ) + 2 &rea (MRTS) + &ea (RNUT)
Area(STUV) = X' Area (MNPQ) = r’2Area (MRTS) + &ea(RNTU) =1° —x' = h’

Por outro lado, a &ea da intersegdo da pirdmide com um plano pardelo a base e a uma

distinciah do vértice & h’. [Figura3.10].

Figura 3.10
Asam,
_ _15
V3 pegas Vpirémide _5 r
V =V, - V3peqas

ldupla abdbada —cubo
8 8
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Logo,

V =—7

dupla abébada

P 4
Vs =—V =—pr
esfera 4 dupla abobada 3 p

Considero que, em um curso de formacéo de professores, conhecer a génese e o
desenvolvimento historico dasidéias, noges e métodos utilizados por diversas culturas para

resolver os problemas que emer giram das necessidades desta cultura, daria a eles condicdes
para trabalharem essas idéias, no¢bes e métodos no ensino fundamental e médio.

Defato, ao propiciar aos professor es-alunosa oportunidade de se familiarizaremcomum
dos caminhos historicos que levaram os antigos chineses da descoberta empirica de uma
férmula para o calculo do volume da esfera até a demonstragdo matematica de uma outra
férmula, alguns séculos depois da descoberta da primeira, estariamos permitindo que estes
acompanhem um processo da arte da descoberta e sintam-se encorajadosa desenvol veremseus

proprios processos de descobrir resultados e métodos para resolver problemas.

Seria interessante que o professor-aluno tivesse a oportunidade, em sua formacao, de
comparar 0 método utilizado pelos chineses com os utilizados por Arquimedes e outros e,
acompanhar o desenvolvimento historico deste método através da analise dos exemplos
significativos que aparecem no decorrer da historia.

A dupla abdbada utilizada por Liu Hui e Zu Geng para determinar 0 volume da esfera néo

€ um Slido de fé&cil visudizacdo, bem como a decomposicdo do cubo nas 4 pecas que
gparecem nafigura 3.8.

Sugiro que a apresentacdo e discussao deste assunto tenha como apoio algum material
concreto que ajude a compreensao e visualizagao dos alunos. Assim, como resultado das
minhas discussdes sobre 0 tema com o professor e colega Guy Grebot da Universidade de
Brasilia, surgiu um material idealizado por ele feito com sab&o glicerinado.

A dupla abdbada e um oitavo deste sdlido foram congtruidos a partir de moldes vazados
feitos com placas de metd. Estes moldes foram preenchidos com sab@o glicerinado derretido
em banho-maria resultando, apds o resfriamento nos sdlidos da figura 3.11.%°

16 Foto de material idealizado e construido pelo professor Guy Grebot da Universidade de Brasilia.
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Convém observar que devido a facilidade de cortar a dupla abdbada (em sabdo) é possivel
obter 0 oitavo da dupla abdbada fazendo 3 cortes na dupla abdbada sendo o primeiro ao longo

do plano paralelo a base do cubo e passando pelos pontos médios das faces ndo paralelas a
base e os outros dois ao longo dos planos diagonais que sdo paraelos a base.

Um oitavo da dupla
Meia dupla abdoada Ee80Ee s

Figura3.11

As trés pecas [Figura 3.12] juntas com o oitavo da dupla aodbada formam o cubo de
volume um oitavo do cubo que contém a esfera.

(o) ©
(@)

Figura 3.12

A vantagem da construcdo com sabd@o é que os adunos podem acompanhar a demonstragéo

fazendo cortes pardelos a0 plano da base, permitindo um mehor entendimento das etapas
utilizadas por Zu Geng na sua demonstracao.

A fetura dos recipientes que permitem congruir as pegas que gparecem nes figura 3.11 e
3.12 levam a solucdo dos seguintes problemas geométricos.

= Encontrar acurva, intersecéo do plano diagonal do cubo, com cada um dos cilindros;

* Projetar esta curva no plano com o objetivo de congtruir uma figura plana que € a

planificacdo da superficie correspondente sobre o cilindro.

A condrucdo das pecas em madeira de basa [Figura 3.13] tem a vantagem de ndo
gquebrarem no manuselo para a recomposicdo do cubo, o que acontece facilmente com as
pecas feitas em sabdo, e, permite que os professores-aunos vgam que a semi-esfera esta

inscrita na metade da dupla abdbada. Além disso, é possivel perceber agumas propriedades
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das pecas como: duas delas s2o iguais a menos de um movimento rigido do plano [as pegas ¢

ed], que apecad tem um plano de Smetria, tc.

Figura 3.13

A fetura da dupla abdbada com um materid conhecido como “espaguete” e utilizado em
aulas de hidroginéstica, permite congtruir a dupla abdbada cortando os dois cilindros que

estéo contidos no cubo e tangenciam a esfera, da seguinte forma:

= Um corte a0 longo do plano de smetria do cilindro que contém a gerdriz.[Figura
3.14].

Figura 3.14

= Corte a0 longo de um dos planos que contém uma das diagonais do reténgulo contido
no semicilindro e € perpendicular a este. [Figura 3.15]

Figura 3.15

* Rearranjo das pecgas paraformar a dupla abobada. [Figura 3.16].
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Figura 3.16

A construcao desses materiais didaticos propicia, além de uma melhor compreenséo dos

contetidos matemati cos di scutidos neste capitul o, a exploracdo de outrose a discusséo sobrea
utilizacdo de materiais concretos nas aulas de geometria, sua importancia, critérios para a
escolha de um material ao invés de outro e a variedade de materiais significativos que podem
ser utilizados na discussao de um mesmo tema, dependendo do nivel de escolaridade dosalunos
e dos objetivos da aula.

5.4. Area de um hemisfério ou de um semicilindro?
O Problema 10 do Papiro Moscou [Egito] apresenta um método para cacular uma cesta
gue pode ser descrito deste modo:

em seu recipiente, deixe-me

Se digo para ti, uma cesta com abertura de 42 ;

('DfDrCD
L]

saber [a&rea de] sua superficie;

10

89H
Resultado 1;

= Cdcule 9 5= de 9 ja que o cesto € metade de um “ovo’ [isto € um hemisfério].

= Caculeoredo, 8;

- Cdale X de8. Resultado 3618 Sog= 2+ —4 ~U.
9 @ 3 6 18

= Ache o resto deste 8 depois de subtrair- lhe3618 .R esultado%:7 3275;

» _ - &64.9 |
= Mutipligue 79 por 42 £ 2304
plig p &9 234

Resultado 32. Esta é sua aea. Vocé a

encontrou corretamente.

O problemareformulado é



Achar a area da superficie de um hemisfério de didametro d g ;E

Seguindo 0s passos da solugdo egipcia, podemos chegar a seguinte solucdo para o

problema:
1 2d 2d &8y 1e8u
—2d=—® 2d-—:~—'2d® d®
2 gof 89H
e8u 168u 1u e8ue8u
2d® EL d®
89H 9 9H 89H89H
81U &8U . .. 2@0
® 2d® 2d° d=2d° ;~~=
gof] gof] 9%

Assm, podemos expressar Smbolicamente a solucéo sugerida como

2
A= 2d28_
Ou sga, a &ea de um hemisfério € igua a0 dobro da aea de um circulo de mesmo
didmetro’.

Comparando a expressao obtida pelo méodo egipcio com aférmula utilizada hoje

A=2pr? =1pd2
2
onder é o raio, encontramos que
p _aB¢
4 &9
e
—@@816049

Se concordamos com esta interpretacéo do método egipcio

estamos diante de uma realizacdo mais notével do que a aplicacdo correta da
férmula para 0 volume de um tronco de piramide, porque a idéa de uma
superficie encurvada € um conceito matematico muito avancado. Isto
anteciparia o trabalho de Arquimede em cerca de 1500 anos.:

17 Esta regra provavelmente surgiu da observacdo empirica de que ao tecer um cesto semi-esférico cujo raio é
aproximadamente igual a altura, a quantidade necessaria para fabricar uma tampa circular é aproximadamente
igual a metade necesséria parafabricar o propriacesto.

18 Joseph, G. G. p.89
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Existemn, porém, davidas entre os historiadores da matemética acerca do objeto de cdculo

neste problema. Alguns afirmam que o problema deveria ser interpretado como sendo o
cdculo da &ea de um semi-cilindro com dtura %d e didmetro da base d. Outros aceitam a

interpretac@o origina da cesta como um hemisfério de didmetro d.[Figura4.1]

Figura4.l

A dimensao histérica nos encoraja a pensar ha matematica como um processo continuo de
reflexdo e progresso ao longo do tempo ao invés de uma estrutura definida composta de

verdades irrefutaveis e imutaveis.1o

Além disso, ao apresentar o conhecimento matematico de um determinado grupo social e
como el es lidaram com deter minados problemas matemati cos o professor estara propiciando
ao aluno a oportunidade de ver a matematica como producéao cultural de determinado grupo e
que essa producao depende do esfor¢o e criatividade de toda populacdo e ndo apenas de

poucos individuos que adicionam toques finais.

5.5.Consideracdes Finais:

Estudos sobre o cilindro, 0 cone e a esfera gparecem em vaios momentos da histéria da
matemética

Pitdgoras chama a esfera de “o0 mais belo de todos os sdlidos’; Archytas usa cones e
cilindros na tentativa de resolver o problema da duplicacdo do cubo; Platdo estudou a esfera
em um certo nivel e Menaecmus usa 0 cone para obter as conicas pardbola, dipse e hipérbole
e encontra, a partir da intersegdo destas curvas, solugdes para o problema da duplicacdo do
cubo®;

O famoso trabaho de Arquimedes, Sobre a Esfera e o Cilindro, diz respeito a geometria
epacial, foi escrito em dois volumes e é congtituido de 53 proposicdes. Nele encontramos que
qualquer cone é a terca parte do cilindro que tem a mesma base e dtura do cone; o cdculo da

a&rea de uma esfera e de uma caota esférica; mostra-se que a area de uma superficie esférica é

19 Barbin, E. p.64 — HM-0099
20 Cgjori, F. p. 19, 27.
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exatamente dois tergos da &ea da superficie totd de um cilindro reto circunscrito a €la e, que

0 volume da esfera é exatamente dois tercos do volume do mesmo cilindro.?.

Outro trabalho importante de Arquimedes é O Méodo. E nele que Arquimedes apresenta
uma descricBo das investigagbes mecanicas preliminares que o levaram a muitas de suas
principais descobertas matemati cas™.

Zenodorus, em seu trabaho sobre figuras isoperimétricas, afirma que de todos os sdlidos
tendo superficies iguais em &ea, a esfera € aguele que tem 0 maor volume. Serenus, de

Antinoela, escreve segdes do cone e cilindro.

Ainda sobre a esfera temos que 0 primeiro modelo do universo que conecta os diversos
fendbmenos cedediais foi criado na Academia de Platé e condgia de duass esferas
concéntricas, a esfera da terra e a das estrelas®* Este modelo provavelmente foi inventado por
Eudoxus — uma tentativa de explicar 0 movimento dos planetas [a volta da terra] admitindo a
sobreposicdo de quatro esferas concéntricas, cada uma com seu proprio eixo de rotagcdo, com
as extremidades fixas sobre a esfera envolvente — bem como, as modificaches necessarias
para levar em conta 0s varios movimentos do sol, lua e planetas[Figura 5.1] Foi Eudoxus que
introduziu 0 estudo de esferas na Grécia e Aristoteles registra que de fez esferas separadas
para as edrelas, 0 s0l, a lua e os plangtas. Ele também mostrou que o volume do cone é um
terco do cilindro de mesma base e mesma dtura e para medir o volume ee, provavemente,

desenvolveu 0 método da exaustéo como teoriarigorosa®

Esferasde Eudoxus Sistema de latitudes e longitudes
_ de Ptolomeu
Figura5.1

21 Eves, H. p. 94, Cgori, F. p. 36.

2 Boyer, C. B. p. 94; Fauvel, J. p. 156; Struik, p. 94 .A demonstrag@o do Volume da Esfera dada em o Método
de Arguimedes pode ser encontrada em Eves, H. p. 422.

2 Cgjori, F. p. 42, 46.

24 Katz, V. p. 136

2 gmith, D.E.v. 1,p. 91
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Temos também, a geografia de Ptolomeu e as lditudes e longitudes e seu trabaho
Mathematiki Syntaxis, um trabaho em 13 livros que contém a descricdo matemética completa

do modelo grego de universo®®.
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6. Simetrias

6.1. Introducao

Ao iniciar minha investigacdo sobre o desenvolvimento do conceito de simetria percebi
gue, em nenhum dos textos gerais de histéria da mateméatica consultados, e na maioria dos
livros e atigos da bibliografia levantada, que tratam do conhecimento geométrico dos grupos
socials aqui estudados, 0 assunto é abordado. Por outro lado, pude observar, durante minha
consulta a esses documentos, que vdaias ilustragbes de artefatos, utensilios domésticos,
objetos construidos por estes povos €, em muitas das suas manifestagtes artisticas, diversos
tipos de smetrias podem ser identificadas com grande facilidade.

Assm, na busca de encontrar respostas sobre como desenvolver 0 estudo das Smetrias em
um curso de formagdo de professores fui naturmente levada a construir uma proposta
baseada nas diversas formas que esse assunto se manifesta tanto nas artes como nos artefatos

dos povos estudados.

Apesar da constatacéo da pouca ou nenhuma énfase dada a0 assunto na maioria dos textos
consultados, € evidente que a idéa de simetria € importante; que desde muito tempo o
homem encontra a Smetria nas coisas que obsarva e cria e que, tanto a matemética quanto a
arte, a0 longo do tempo, tém se utilizado destaidéa.

A dmetria, & vezes se impde como necessiia para a funciondidade de determinados
objetos, como por exemplo:

= Na ponta de crista de quartzo, provavelmente perdida por um cacador do periodo
pré-ceramista, encontrada em Minas Gerais-Brasilt e 0 machado semilunar dos
povos Aral/Sapucai, provavelmente os ancestrais das tribos J& que ocuparam os
cerrados do Brasil Centralz. Esses machados ndo serviam para trabahar a madeira
[Figural.1];

1 Prous, A. p. 107
2Prous, A. p. 352
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()

@ Figurall

= Emum ingrumento do antigo Egito utilizado parafazer fogos [Figura 1.2];

Figuralz2

= Em amas de sopro usadas para atirar dardos por diversos povos do sul e leste da

Asia, Indonésiae Américado Sul+; [Figura 1.3]

Figural.3

* Narodadefiar;s [Figural.4]

3Harrison,H. S. p. 224
4Forde, D. p. 164
5 Sonnemann, R. p. 152
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Figural4

* Nacarruagem egipciaé do séc. V. aC. [Figura1.5]

Figura 15

= Gerdes nos da dois exemplos onde a Smetria € necessria na congrugdo de um
banco para subir em um tipo de pameira e nas plaiaformas onde sGo deixados os

corpos dos Y anomame?

Segundo Gerdes, os indios Yanomame usavam uma técnica interessante para colher os
frutos da pdmera Bactris [Figura 1.6].

Algumas pameras do género Bactris podem ter o seu tronco com espinhos ou néo. Elas
ocorrem desde 0 sudeste do México até o nordeste do Paraguai. S8 comuns nas margens dos
rios, em terras baixas das florestas chuvosas. O fruto de adgumas espécies é comestivel e
muito apreciado e é parte da dieta da populacdo amazbnica; outras espécies sfo Utilizadas
como planta ornamentale.

Para subir no tronco da pameira os Y anomame construiam um banco usando duas estacas

gproximadamente do mesmo tamanho, ligadas umas as outras mais ou menos no meio. Uma

das extremidades das estacas € ligada a arvore com a guda de um liame de ta modo que,

6 Childe, G. p. 726
7 Gerdes, P. [1986] p. 107
8 Henderson, A.; Galeano, G; Bernal, R. p. 135



243

smultaneamente, s mantém a posshilidade de empurrar 0 banco para cima ou para baixo
[Figura1.6].

Figura 1.6

Uma terceira estaca € acrescentada impedindo que as duas primeiras se afastem
demasiadamente uma da outra e também servindo de lugar para sentar ou ficar de pé. Para ndo
virar para nenhum lado, o indio é obrigado a amarrar esta terceira estaca de modo que o
tridngulo formado pelas trés estacas sga isoscees. SO assm de pode garantir o equilibrio de
seu banco. Assm ele fabrica um banco para se sentar e se dedocar que 0 permite subir na

pamera

A técnica de subir na pdmeira envolve dois desses bancos — € impossivel dedocar-se para
cima (ou para baixo) a0 mesmo tempo que se empurra 0 banco. Assm, se ele se encontra em
um banco, dedoca o outro para cima; transfere-se para 0 outro banco e puxa o primeiro para

cima. Assm, o banco de subir em &vore dos Y anomame € obrigatoriamente, Simétrico.

Para Gerdes,

O smétrico, que é independente da vontade dos indios Y anomame, comum a
muitos dos seus produtos de trabaho, impde-se-lhes. Por outro lado, outros
objetos também possuem a forma simétrica, sem que hgja uma necessidade
imediata.

No ambito ritua , quando um Yanomame morre, 0 morto é envolvido em um involucro de
ramos e deixado sobre uma plataforma até que seus 0ssos descarnem; entdo, 0S 0S0S SA0
gueimados na praca da aldeia e os parentes mais proximos do faecido comem as cinzas. Tas
plaaformas tém a mesma forma do banco de subir na pamera — se os trigngulos da

plataforma ndo fossem isosceles, 0 andaime cairiaimediatamentes. [Figura 1.7]

® Gerdes, P. [1986] p. 110
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Figural.7

Uma das razdes da incor poracédo da dimensao histérica ou da etnomatematica de diver sos
grupos sociais no estudo da geometria em um cur so de formacao de professores € que através
delas é possivel levar aos professores-alunos a per ceberem como os conceitos podemter se
originado, se desenvolvido e como foramincor porados as atividades culturais de determinado
grupo, e isso pode ajudar no entendimento deles.

Alémdisso, o conhecimento da histéria do desenvol vimento dos conceitos matemati cos deve
fazer parte da formacao dos professor es para que estes tenham elementos que Ihes permitam:
apresentar aos alunos a matematica [a geometria] como ciéncia dinamica, sempre aberta a
incorporacao de novos conhecimentos bem como, conhecer os obstaculos envolvidos no
processo de construcao de conceitos é de grande utilidade para gue o professor compreenda
mel hor alguns aspectos da aprendizagem dos alunos.

Outras vezes, 0 homem utiliza a Smetria sem que esta se imponha ou sga necess&ia como
no trancado dos indios Wayana — Bradil; na decoracdo de vasos egipcios; no padréo em

tecidos de Ghanana Africado Sul e na decoragio do antigo vaso chinés. [Figura1.8]

IndigenasBrasileiros Egito

Africa

China
Figura 1.8

Ha muita dmetria na misica — como também muita quebra de smetria — na escultura, na

pintura e no desenho.
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Asam, a nogdo de dmetria pode ser utilizada para descrever e entender os padrdes que

acontecem na arte e nos artefatos pertencentes a cultura de cada povo.

Neste capitulo gpresento algumas sugestdes de como podemos nos utilizar da cultura de

diversos povos para estudar as Smetrias e asisometrias do plano e suas propriedades.

Ao observar as formas de expressdo artistica dos indigenas brasileiros pude perceber uma
énfase no uso de formas geométricas para decorar Seus rostos, COrpos, ceramicas, armas,
cestos e outros objetos. Além disso, pude identificar, em muitas destas composigies artisticas,

a presenca de diversos tipos de smetrias. Portanto, uma énfase serd dada a esta cultura, neste
capitulo.

Dar acesso aos professores-alunos aos modos como as varias sociedades trataram com
conceitos eidéiasgeométricas emsua vida pratica eintelectual, permite explorar a geometria

COmO um meio estético e construtivo onde transformacéo e relagdes geométricas dominam.

6.2. O Conceito de Simetria
Em gerd a paavra smetriatem dois Sgnificados

= Hamonia resultante de certas combinagdes e proporgdes regularesto. Alguma coisa
bem proporcional, harmbnica, baanceada A idéia de beleza estd ligada a de
smetria
De acordo com Weyl, o escultor e arquiteto grego Policleto, que escreveu um trabaho
sobre a teoria das proporgdes e a quem os antigos eogiavam pela perfeicdo harmdnica de suas
esculturas, usaa paavrasmetriait. Neste sentido aidéia ndo se restringe a objetos.
= Digposicdo de duas figuras que se correspondem ponto por ponto de tal sorte que

dois pontos correspondentes de uma e da outra estgjam em igua disténcia de um

ponto, uma reta ou de um plano dado.
Com relacéo a utilizacdo da smetria por diversas culturas podemos dizer que ela pode:

= Ser usada como uma coisa em S €, neste caso um objeto, artefato ai composicao
artistica pode ter um ou varios planos de Smetria; ter um ou varios eixos de Smetria

Ou Ser Smétrico em relacdo a um ponto;

10 Koogan, A.; Houaiss, A. p. 780
1Weyl,H.p. 3
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= Savir como indrumento de leitura e confeccdo de um atefato, objeto ou
composi¢éo artistica de uma cultura.

Muitos artefatos, objetos ou composicles artisticas ndo sB0 necessariamente Smétricos,
mas podemos encontrar diversas Smetrias e também assmetriass em vaios dos seus
elementos ou na digposicdo desses dementos no trabalho como um todo. Por exemplo, no

desenho yajé [Figura 2.1] — cultura Siona— feito por Estanilao Yaguget2.

Figura2.1

Neste desenho podemos identificar trandagtes e reflexdes sem que a composigdo como um
todo sgja Ssmétrica
O estudo das simetrias em um curso de formagao de professores deve:
= abordar as duas formas de uso da simetria pelos povos,

= tomar como ponto de partida os exemplos deixados pel os povos do mundo inteiro,
através de seus artefatos, sua arte e sua matematica, parafazer o estudo dassimetrias

e isometrias do plano e suas propriedades.

6.2.1. Simetriaem relacdo aumareta

Em uma andise de dguns dos desenhos yajés  feitos em langas pelos indios Siona é
possivel perceber — e ido pode ser feito experimentamente utilizando um espelho — que se
colocamos um espelho gpoiado sobre a reta r [Figura 2.2] e perpendicular a0 plano do
desenho vemos que cada ponto de um lado tem seu correspondente do outro lado da reta. 1sto

significaque o desenho € Smétrico em relacdo aretar.

12 _angdon, J. p. 79
13 Desenhos que provéem das visdes resultantes da ingestao da bebida alucindgena yagé que é o principal meio

de contato dos indios Siona com seres sobrenaturais. Langdom, J. p. 77.
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A transformacdo que associa cada ponto do objeto a0 seu sSmétrico em relacdo areta r é
chamada de reflex@o e trataremos dela mais adiante. O eixo de Smetria € também chamado de

axo de reflexdo.

Figura2.2

Muitas figuras ou objetos sfo simétricos em relacéo a uma ou mais retas (do plano ou do
espaco) que se chamam eixos de simetria. Por exemplo, o desenho Asurinii4, os motivos do
desenho dos Kayapo-Xikrines e a apa rf. 1 dos indios Kayabis possuem, respectivamente, um,

dois e quatro eixos de Smetria [Figura 2.3].

Kayapo-Xikrin

Asurini

Figura2.3 Kaiyabi

6.2.2. Simetria em relacdo aum plano

A smetria bilateral, ou smetria de esquerda e direita € evidente na estrutura dos animais
superiores, epecidmente no corpo humano’. A forma do corpo humano tem um plano de
simetria. Dizemos que um objeto tem um plano de sSmetria se cada ponto do objeto tem um

correspondente do outro lado do plano. O plano de smetria também funciona como um

espelho.

4 Muller, R. P. p. 242
15Vida, L. p. 177

16 Scandiuzzi, P. P. p. 111
7Weyl,H.p. 3
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E importante observar que, quando dizemos que a sSmetria bilateral é evidente na estrutura
de certos animais, em especid do corpo humano, estamos tomando como exemplo a gparéncia

externa tantos dos animais como do s&r humano.

Stewart'® observa que “A sSmeria bilaterd da forma humana é gpenas aproximada: o

coracéo ndo é central, nem os dois lados da face sdo idénticos’.
Uma definicdo mais precisa pode ser dada como segue:

Sga a um plano e P um ponto do espaco. O simétrico de P emrelacdo a a € um ponto P’

ta queadigénciadePaa éigud adigénciadeP aa . [Figura2.4]

o T

| ——— Figura2.4

Ou sga, a Smetria em rdagio a um plano a € uma transformaco T,: [1 ° ® [1 *que a cada
ponto P do espaco suaimagem P'=T(P) éta qued(P, a) = d(P, a).

Uma configuragdo espacid (K) tem um plano de smetria ou tem uma sSmetria bilaterd s

exigeum plano a ta que T,(K) = K.

Ter plano de smetria € uma condicdo necessria a funciondidade de muitos objetos, como
osdasfiguras1.1,1.2,1.3,14el5.

Quando observo as pinturas corporais dos indigenas bradileiros fica evidente a utilizacdo
da smetria do corpo humano na disposicdo dos desenhos. Por exemplo, o desenho yajé no
rosto do xama — esses desenhos, segundo Langdom, sdo copias daqueles vistos adornando os
espiritos e seus objetos durante os rituaisto; na pintura corpora da india Kayapo- Xikrireo e na

pintura corpora Kargjd onde se evidencia a presenca de linhas curvasi[Figura 2.5]

18 Stewart, 1. p. 61

199 angdon, J. p. 75
20 Vidd, L. p. 150

2L Toral, A. A. p. 194



249

@
®
Figura25 (c)

Exemplos de smetrias bilaterais s5o encontrados em todas as civilizagbes aqui estudadas.

= Nas pegas de cestaria dos indigenas brasileir os. [Figura 2.6]

Cesto Ticuna
Cestos

Figura 2.6

= Nosvasos de cerdmicadosindigenas brasileiros. [Figura 2.7]

Vaso Asurini p/ Pote Siona
depositar mel

Pecas de ceramica K adiweu
Ceramica Asurini utilizada nos
principaisrituais

Figura 2.7
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Convém chamar a atencao dospr ofessor es-alunos que esses objetos possuemumainfinidade
de planos de simetria— uma car acter istica das superficies de rotacdo— que contémo eixo de
rotacéo da superficie. Pode emergir da analise dos objetos encontrados nasdiversasculturase
daidéiade superficie derotacdo uma variedade de exempl os de superficies derotacdo que sdo
encontradas nos objetos construidos por diversas culturas e que sdo distintosdo cilindro, do
cone e da esfera estudados no ensino médio.

6.2.3. Simetria em relacdo a um ponto
Uma figura pode néo ter nenhum eixo ou plano de sSmetria, como por exemplo, o padréo
decorativo aplicado a ceramica utilizado pelo indios Kadiwewr2 [Figura, 2.10]

Por outro lado, uma andise da figura é possivel perceber que qualquer que sga o ponto P
da figura, exisge um ponto P’ na figura ta que d(P, O) = d(P, O) onde O edta indicado na

figura 2.8. Neste caso dizemos que afigura é smétrica em relacéo ao ponto O.

P Ponto O

—

Figura2.8

A smetria em relagdo a um ponto pode ser encontrada na composicao do padréo de pintura
facid eno de pintura corporal dos indios KadiweLes. [Figura 2.9]

Pintura Corporal

Pintura Facial Figura 29

2] ima T.A.p. 224
2 Ribeiro, D. pp. 29, 49
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Ela também pode ser identificada no desenho feito por artista Kadiweu para decoracdo de
potes e couroz4. [Figura 2.10]

Figura2.10

6.3.Isometrias do plano

Uma isometria do plano € uma funcio bijetora T:[1 ?® [] > que preserva distancias, isto &,

se P, Q séo dois pontos do planos entéo,
d(P,Q) =d(T(P),T(Q))
Umaisometria & um movimento rigido porque néo deformaafigura

Exisem quatro tipos de transformagbes no plano que sf0 isometrias a trandacdo, a
reflexdo, rotagéo e reflexdo-dedize e, todas das podem ser encontradas na arte e artesanato

dos povos aqui estudados.

6.3.1. Trandlacao

O movimento de trandacdo faz parte de varias dividades das quais participamos como
por exemplo, descer e subir um elevador ou escada rolante, abrir e fechar gavetas, abrir e

fechar janelas ou portas de correr e no dedocamento de determinados tipos de cortinas.
“As trandagbes s20 tranformagbes que fazem os objetos dedizarem a0 longo de uma
direcéo sem que ees girem” %,

Uma trandac&o de vetor v é uma trandformacdo T: [1 *® [1? ta que para todo ponto P e
P =T(P) temos PP' =V .

A demongracdo de que uma trandacdo € uma isometria pode ser feta utilizando dgumas
propriedades de paralelogramos™.

4 SqueiraJr, J. G. p. 269
25 Stewart, I. p. 63
26 Uma demonstracéo pode ser encontradaem Wilmer, C. p. 132
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O conceito de translacdo pode ser utilizado na interpretacdo e andlise dos trabalhos
artisticos e artesanais de todos o0s povos e na busca de meios para reconstr ui-los. Alémdisso,

muitas propriedades geomeétricas podem ser discutidas a partir destes trabalhos.

Os desenhos geométricos da arte Asurini cobrem diferentes formas e superficies o corpo,
0s potes de ceramica e as cabacas recortadas. Na arte gréfica Asurini observamse  desenhos
que podem ser executados livre e infinitamente.2” Nos modelos que analiso a seguir, apesar do
desenho edtar limitado por um reténgulo, deve-se imaginar que eda € uma limitagdo fisica,
mas que 0 desenho se expande infinitamente. O exemplo da Figura 3.1 chamado pelos indios
de Ipirapekonyna pode ser congtruido pela trandacdo do padréo na direcdo do vetor Vv
destacados nafigura 3.1

/\/\/ Padréo
4
/\/\/ ) Vetor trandacéo

Figura3.1

Outros exemplos de trandacéo podem ser encontrados entre oS motivos decorativos de
faces dos indigenas Kaipo-Xikrires, A presenca do paraldismo é marcante nesses modelos.
[Figura3.2]

Padrao Vetor trandacéo
—>
—
—_—
—
—>
—>
Figura 3.2

2T Muller, R. p. 242
2 \idd, L. p. 150
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6.3.2. Rotacao

O movimento de rotacdo também é muito familiar. Ele ocorre no abrir e fechar de uma

porta ou janela com dobradicas, e no girar de uma chave nafechadura

Dado um ponto O (centro de rotagdo) e um angulo q, orientado com o sentido horé&rio ou
com o sentido anti-horério, a rotagéo de centro O e dngulo q € a transformacdio R [1°® [J 2
paratodo ponto P e P'= Ry(P) temos:

= [] POP' e g sdo congruentes

= OP = OP

Uma rotacdo é uma isometria, portanto, um movimento rigido do plano e também pode ser

encontrada nas composi ¢des de varios desenhos.

indios K adiweu

Desenho para decor acdo de abanico
Angulo derotago: 90°.

Centro:

<\/ Padr&o:

Figura 3.3

indios K adiweu

Padr &o decor ativo para pinturafacial
Angulo derotagdo: 180°.

Centro

/ PadrZo:

Figura3.4
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indios Wayana

Motivo de pintura de fundo de
vasilha de cer &mica.

Angulo derotagio: 90°.

/\ Centro
Padrao:

Figura 3.5

Aqui € interessante observar que se R, éarotacdodeanguloq e Rg =R, R, ..o R,
| S ———
k vezes

N 360" . . .
entao, para  =——, ninteiro positivo,
n

RYT R sejtkij,k=1,...(n-1)eR’ =i ondei éa aplicagio identidade do 1 *.

- . . R 360°
I sto significa que o conjunto dasrotacdes de angulo = —— emtornodeumponto O com
n

a operacao usual de composicao de fungdes € um grupo ciclico de ordem n.

6.3.3. Reflexdo

Observe que o padréo utilizado para condruir a figura 3.5 pode ser obtido a partir do
padréo [Figura 3.6] e uma reflexéo em relagéo ao exo.

Padrao

Figura 3.6

Dada uma reta r, chamada eixo de reflexdo, a reflexdo € uma transformacéo
r:;J >® [ ?que paratodo P associa o ponto P’ = r(P) satisfazendo as seguintes propriedades:
= SePl rentdor éamediatriz de PP

= SePl rentioP=P.
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Umareflex@o € umaisometria, e portanto, um movimento rigido do plano.
Encontramos reflex8es nos seguintes exemplares da arte e artesanato indigena:

= na apa do povo Kayabizo tem dois eixos de reflexdo e pode ser construida a partir do

padréo mostrado nafigura 3.7;
L |
] Padréo
[ ]
Figura3.7

= Nos desenhos decorativos de pegas de ceramica dos indios Asurini do Xingu. O
padréo também tem um eixo de reflexdo e pode ser congtruido a partir de um padréo

massmples. [Figura 3.8].

Padrao

<«4—— Eixosdereflexdo

Figura 3.8

Através deste desenho € possivel observar que a composicao de duas reflexdes com eixos
dereflexdo pardelos é igual aumatrandacéo de vetor perpendicular a esses eixos.

Um outro exemplo gue encontramos na cultura indigena é o que aparece na apa 1. 7 dos
indios Kayabi e € um exemplo de figura que tem sSmetria de rotagdo de 180° e ndo tem
ametriabilaterals: [Figura3.9].

29 Scandiuzzi, P. P. p. 110
30 Muller, R. P. p. 239
31 Sacandiuzz, P. P. p. 116
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1] H
HRRRANERENE

o0
T
=

Figura39

E interessante também, retomar os exemplos discutidos no estudo dos outros tipos de
isometrias para verificar se encontramos neles ou em seus padrfes também reflexdes. A
percepcao de que a maioria dos exemplos encontrados nas diversas culturas contém varias
nocdes geométricas € importante e pode levar a uma mudanca na postura do professor-aluno
que as vezes, na utilizacéo e escol ha dos exempl os, apenas destaca aquilo que pretende ensinar
semlevar em conta a quantidade de outrasinformacdes que podem ser exploradas no mesmo

exemplo.

6.3.4. Reflexdo-dedlize

Conddere 0 seguinte motivo decorativo da face dos indios Kaypo-Xikrin [Figura 3.10] e
tome como padrédo do desenho 0 pequeno retdngulo coberto que aparece em destaque na
Figura 3.10. Um méodo para congtruir o motivo a partir do padréo seria aplicando

sucessvamente as seguintes transformagdes.
» Reflex&o do retdngulo padrdo em relagdo ao eixo r

= Trandagdo devetor V daimagem refletida.

Padrao

Figura3.10

De modo andogo, a parte superior do desenho decorativo de pegas de cerdmica dos
Asurini pode ser congtruido a partir do padréo destacado na figura 3.11 através de sucessivas
reflexdes em relacéo a reta r seguidas de trandagbes do vetor V. Nesse caso, € impossivel
reproduzir o modelo a partir do padréo escolhido, utilizando gpenas trand acles.
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Padrao

l«

Figura 3.11

Uma reflexao-dedize € uma reflexdo seguida de uma trandacd na mesma diregdo do
exo.
A matematica ndo é apenas umtexto; ela vive na mente do povo e pode, até certo ponto, ser
descoberta pela interpretacdo dos artefatos que el es produziram. Estes artefatos, inscricoes,
instrumentos, livros e dispositivos foram desenvolvidos em lugares particulares por razoes

particulares, e o entendimento destas razOes deve ajudar os estudantesarelacionar asidéias

matematicas a algo maior que seu proprio ambiente imediato.*

Congdero que o0 estudo das isometrias do plano em um curso de formacdo de professores
deveria conter exemplos de desenhos ou composiches geomélricas que ndo S0
necessariamente SmMétricos, mas que contém a Smetria em dgumas de suas partes ou na

digtribuicdo das figuras que fazem parte da composicdo como um todo. Vérios exemplos deste
tipo podem ser encontrados na arte dos indigenas brasileiros. Por exemplo:

* O desenho para decoracdo de pratoss Kadiweu [Figura 3.12] € dividido em 4 partes
smétricas. As partes 1 e 3 sGo Smétricas em relacdo a reta r e possuem sSmetria de
reflexdo (exceto com as cores) com eixo de reflexdo pardelo areta r; as partes 2 e 4

sd0 dmétricas em relacdo a reta s e cada uma delas tém dois exos de simetria
perpendiculares e possuem simetria de rotaco de 90°.

32 Grugnetti, L & RogersL. p. 46
3 Siqueirar., J. G. p. 269
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Figura 3.12

= No desenho de roda de teto os motivos da iconografia Wayanas* esé numa
disposicdo smétrica dois a dois em relacdo a eixos ortogonais [Figura 3.13]. O
motivo 3 € a imagem do motivo 1 mr uma rotacdo de 180° o motivo 2 é Smétrico

em relacdo areta r; os motivos 1 e 3 sBo Smétricos em relacéo a reta s e 0 motivo 4

€ assmétrico.

Figura3.13

A vaiedade de composigies artisticas que podem ser utilizadas para o estudo das

isometrias do plano em um curso de formacdo de professores que pertencem a cultura dos
indigenas brasileiros é muito grande.

A utilizac&o da etnomatematica dos povosindigenas brasileiros pode levar os professores
emformacéao a per ceberem que eles tém uma heranca cultural local de seus antecessoresedas
demais culturas que compdem o que chamamos de povo brasileiro e, a importancia de se
utilizarem deste conhecimento nas aulas de geometria do ensino fundamental e médio, tanto no

ensi no-aprendizagem do conhecimento geométrico, quanto na val orizagéo da nossa diversidade

34yvan Vethem, L. H. p. 60
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cultural e no desenvolvimento de atitudes de respeito e consideragao por todos esses povos e
culturas.

6.4. Exemplos de Simetrias em Algumas Culturas Africanas

Outras culturas também possuem uma variedade de exemplos que podem ser utilizados e
incorporados a este estudo. A seguir, apresento exemplos da outras culturas africanas que

podem servir de auxilio neste estudo.

As smetrias na arte africana gparecem em tecidos, em objetos de bronze ou ceramica, em
pipas, em desenhos feitos na areia, na cedtaria, etc. e estes exemplos de objetos, artefatos e
composicies artigticas encontrados na cultura de diversos povos africanos podem  ser
utilizados no endno-gprendizagem das smelrias, tanto em um curso de formacdo de
professores como na preparacéo de atividades a serem desenvolvidas no ensino-fundamentd e
meédio.

= Exemplos de smetria bilateral sdo encontrados nas facas Fulani, no pente decorétivo

de Ghana, na escultura loruba, e namascara Tchokwe. [Figura 4.1]

@

@ o) (©

Figura4.l

= Osdesenhos sona

A tradicdo sona pertence a heranca Tchokwe e povos vizinhos no leste de Angola, noroeste
de Z&mbia Estes desenhos sdo chamados lusona (Sngular) ou sona (plurd). Sdo 0s meninos
gue aprendem o dgnificado e execucéo dos desenhos mais faceis durante o ritud de iniciacéo
e 0s sona mas complicados sdo transmitidos por “especidistas’ para seus descendentes

machos. Estes especidistas sGo “contadores de histérias’ que fazem desenhos na areia para

ilustrar provérbios, jogos, adivinhas e animais3s

35 Gerdes, P. [1996] p. 7
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De acordo com Gerdes, para facilitar a memorizacdo dos desenhos padronizados, os
epecididas utilizam a seguinte mnemonica:
» Limpam edisam o chéo;
» Marcam com as pontas dos dedos uma grade ortogona de pontos eqii di stantes,

» Tracam umaou mais linhas que envolvem os pontos da grade de referéncia.

Muitos destes desenhos pertencem a uma velha tradicdo e desempenham um  papel
importante na transmisséo do conhecimento e da sabedoria de uma geracdo para a seguinte.

Os sona 1 e 2 dafigura 4.2 sdo usados por cacadores Tchokwe como amuleto de caga. Os
dois sG0 compostos por dois desenhos monolineares iguais a0 desenho 3 que tem Simetria
rotacional de 180° e Smetria em relacio a um ponto. O lusona 1 tem dois exos

perpendiculares de smetria e 0 lusona 2, muito semehante a0 1, tem apenas um eixo de
Smetriass.

Figura4.2

Um desenho € monolinear quando € composto por uma Unica linha; uma parte da linha
pode cruzar com outra parte, mas nunca pode “toca” una outra parte. O conceito de
monolinearidade é diferente do de gréfico de Euler utlizado em Teoria dos Grafos onde é
permitido que duas partes dalinha se “toquem”s”. [Figura4.3].

36 Gerdes, P. [1993 V. 1] p.. 24e25
37 Gerdes, P. [1993v. 1] p. 15
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A linha se“toca’ )
Alinhase”cruza’

Figura4.3

Outros exemplos de “sona” que podem ser utilizados no ensino das Smetrias.

O lusona 1 da figura 4.4 representa uma leoa com seus dois filhotes, 0 2 uma leoparda com
seus cinco filhotes e as dimensdes tanto da leoca quanto da leoparda e os respectivos filhotes
foram escolhidas de modo que a mée e o filhote sgam figuras semdhantes:s. O esqueleto —
figura sem as cabegas e caudas — da leoa com os filhotes tem dois eixos de sSmetria
perpendiculares e 0 da leoparda com os filhotes, simetria rotacional de 180° e, portanto,
smetria em relacdo a um ponto. Os dois sona sdo monolineares. O lusona 3 é monolinears® e
tem um exo de Smetrig, 0 lusona 4 tem dois eixos de smetria perpendiculares e é formado
por duas partes monolineares’® — sem contar as linhas auxiliares — que possuem um eixo de
smetria. O lusona 5 é monolinears:, possui Smetria rotacional de 90° e ndo possui eixos de
gmetria

Figura4.4

38 Gerdes, P. [1993 v. 2] pp. 25 e 27
39 Gerdes, P. [1993v. 1] p. 88

40 Gerdes, P. [1993v. 1] p. 106

4 Gerdes, P. [1993v. 1] p. 31
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= Os padrGes de tatuagens de mulheres e ornamentos dos Bushongo4 mostrado na

figura 4.5 sBo Smétricos em relacdo a um ponto.

@

o)
Figura4.5

(©

utilizados no ensino das Smetrias.

Padrfes geométricos usados nas paredes das casas no Lesothoss também podem ser

» Na figura 4.6 o padréo tem dois exos de reflexdo perpendiculares e a

composicdo pode ser feita através de sucessvas reflexbes em relacdo a duas
familias perpendiculares de eixos parados.

Figura 4.6

Padrao

» Na Figura 4.7 o padréo tem um exo de reflexdo; a composicdo pode ser feta

aravés de sucessivas reflexfes em reacdo a duas familias perpendiculares de

eixos padeos. Podemos identificar, em pates da composicdo, modeos que

possuem simetria rotaciona com angulo de rotagéo igud a 90° e 4 exos de

reflexdo.

42 Gerdes, P. [1993 v. 1] pp. 48 e 49

43 Gerdes, P. [1992] p. 13
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Padrao

Figura4.7

O padréo smérico monolinear também € encontrado numa tunica guerreira dos Fulbe

(Senegd) [Figura4.8] e tem quatro eixos de Smetria

Figura 4.8
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7.0 Teorema de Pitadgoras

7.1.Introducao

O Teorema de Pitagoras € consderado, por véaios estudiosos, um dos Teoremas mais
importantes e araentes da higtdria antiga da matematica. Vé&ios resultados importantes em
geometria tedrica, bem como, na solucdo de problemas préticos relacionados a medidas foram
descobertos através dele ou o utilizam e, certamente, de € um dos mas famosos e Uteis

Teoremas da geometria e ementar.

A associacéo deste tdo conhecido Teorema relativo a tridngulos reténgulos com 0 nome do
grego Pitégoras, de Samos, € universa® mas, embora a lenda atribua a ele sua descoberta e
demongtracéo esta € uma questdo em aberto. Evidéncias indicam que os antigos babilonicos o

conheciam cerca de mil anos antes da época de Pitégoras.

De fato, até 1930 o Teorema de Pitégoras era consderado como sendo “de Pitégoras’. Em
1928, Neugebauer publicou evidéncia mostrando que os antigos babilénios, de cerca de 1700
aC. (ou mehor 1800-1600 aC.) ja conheciam o0 Teorema. Em 1930, Neugebauer vé-se
ocupado decifrando antigos textos cuneiformes, e em 1937 conjectura que “0 que era
chamado pitagdrico, na tradicdo grega, seria mehor chamado de babibdnico”; entdo, em
1943, gpés a descoberta de um texto cuneiforme sobre “ternas Pitagoricas’, considera sua

conjectura validada®

Evidéncias quanto a utilizacdo do Teorema de Pitégoras também sf0 encontradas nas
civilizagbes egipcia, indiana, chinesa e as versdes originais das obras indianas e chinesas onde
o Teorema aparece, provavel mente datam do tempo de Pitégoras ou |hes sdo anteriores.*

O uso do Teorema de Pitdgoras e de ternas pitagdricas nas sociedades egipcia, grega,
babilonica, indiana, e chinesa € viso como evidéncia de uma possivel origem comum para a
matemética®

Quando olhamos para a histéria do Teorema de Pitégoras nas diversas civilizagdes,

encontramos dois aspectos distintos de sua aplicacdo: um geométrico e outro computacional .®

! Joseph, G. G. p. 180; Katz, V. p. 30
% Tian-se, A. p. 253

3 Seidenberg, A. p. 101

* Gerdes, P. p.5

° Swetz, J.p. 84

® Seidenberg, A. p.
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Aspecto geométrico: vemos a hipotenusa de um triangulo retdngulo (ou diagona de um

reténgulo) gerando um quadrado cuja &rea € a soma das &reas do quadrado sobre os lados.

Aspecto computacional: dizemos que a diagona € a raiz quadrada da soma dos quadrados
dos lados. Este aspecto computaciond € identificado no interesse de dgumeas civilizagBes pela

construcgo de ternas de nimeros reais (a, b, ¢) que satisfazem arelacio & + b? = ¢,

O estudo do Teorema de Pitagoras no ensino fundamental e médio em geral se
restringe ao aspecto computacional . Minha experiéncia no trabalho coma geometria emcursos
de formagcao de professor es mostra que sio raros aquel es que percebemou jatrabalharamem
sala de aula como aspecto geométrico do Teorema. Emgeral, quando pergunto sobrequal €o
Teorema de Pitagoras, a resposta é dada pela equacio a® + b* = ¢,
De acordo com Seidenberg’, a Grécia e aindia conheciam ambos os aspectos e a Babilonia
usava 0 aspecto computaciona, mas ndo usava 0 geométrico. Veremos neste capitulo que
encontramos 0 aspecto computacional na Babilénia e na antiga China e encontramos tanto o

aspecto computaciona quanto o geométrico nos Sulbasutras indianos.
Paramelhor entender dois aspectos considere o problema:

Dados os lados a e b dos quadrados A e B. Achar o lado ¢ de um quadrado C

cuja area € aguela de A e B juntas.

Na Grécia (nos Elementos) e na India (nos Sulbasutras) este problema seria resolvido
através de uma construcdo geometrica, sem 0 uso da aritmética Na antiga Babilonia ae b
s&0 vistos como nimeros e a solucio desgjada é encontrada pela raiz quadrada de @ + k%, O
conhecimento geométrico se restringe a saber 0 que € um quadrado e como calcular sua &ea
a partir do lado; fora isso nenhuma geometria € utilizada e a solucéo € obtida através de um
cdculo aritmético.

O fato do Teorema de Pitagoras ter sido descoberto e demonstrado por varias
civilizagBes no decorrer da histéria, torna-o um excel ente tema para discussdo, em um curso

deformacao de professores, sobre aimportancia de uma abordagem multicultural no ensino da

matematica.

O conhecimento do Teorema pelos babilénios, indianos e chineses, sua importancia para
edtas culturas e a importancia de incorporar a discusso deste conhecimento em um curso de

formag&o de professores serdo tratados neste capitul o.

" Seidenberg, p.102
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7.2.Na Antiga Babilonia

Tudo indica que, a mais anitiga relacdo Pitagbrica foi encontrada na tabula babilonica
Mimpton 322 [Figura 2.1] datado de 1900 a 1600 aC que contém uma tabela de ternas
pitagdricas. Exitem razdes para acreditar que e€las ndo foram encontradas empiricamente,
mes caculadas através de regras ligadas a0 conhecimento dos autores do Teorema de

Pitagoras.

Figura2.1

Esta descoberta foi feita por Neugebauer em conex@ com seus estudos da matemética

babilonica® e, em 1945, ele e Sachs publicaram suas interpretagdes desta tébula.®

A parte conhecida do texto cuneiforme consiste de uma tabela com quatro colunas e quinze
linhas de nimeros e cada coluna tem um titulo. ApGs uma sfrie de estudos, concluiu-se que se

tratava de uma tabela cujos eementos de cada coluna podem ser denotados, nesta ordem, por
.2

?d_’i , X, d e n onde x — cyjo titulo no texto origind pode ser traduzido como “lado do
a

guadrado” e d “diagona do quadrado”.*

E possivel perceber que a extremidade superior esquerda da tabula esta danificada — o que
dificultou a interpretacdo da primeira coluna — e exite um grande pedaco fdtando, mais ou
menos no meio, do lado direito da tébula. Alguns acham que se trata, portanto, de uma parte

de umatébulamaior.

A quarta coluna é smples de entender porque da da uma liga de nimeros, em ordem

crescente, de 1 a 15.

8 Tian-Se, A. p. 255
® Joseph, G. G. p. 115
WVKaz V.p.32
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Neugebauer™ observa que, em toda linha, o quadrado do nimero da terceira coluna menos
0 correspondente da segunda coluna é um quadrado perfeito.
Assm, sey? é este quadrado perfeito, entdo temos arelagdo y? = d? — X2 .
Ele conclui entdo, que atabela € uma lista de ternas pitagdricas de nimeros inteiros.

A primera coluna € mais dificil de entender e para determinar seus eementos Neugebauer,
apbés o0 clculo de aguns dos vaores de y, a patir dos vaores correspondentes x e d da

segunda e tercera colunas, percebe que os eementos da primeira coluna podem ser

2
ca culados gproximadamente, usando aférmula % :

Assm, tudo indica que o contelido da tdbula esta relacionado com a construcéo de ternas

pitagoricas de nUmeros racionais.

Joseph'? considera que ndo é provavel que os vaores escritos na tébula tenham sido

encontrados por tentativa e erro e levanta a seguinte questdo:

Se o0s bahbilnios tinham um méodo mas Sstemdico para encontrar ternas pitagoricas,

qua seria?

A resposta a esta questdo € dada pelo proprio Joseph e resulta de uma andise da primeira

coluna datédbula.

Sdiam x e d os elementos da segunda e terceira colunas databelae y? = d? — x°.

Ent&o,
&_102 _ &_(02 =1
&yo &Y
Ou sgja,

1 Neugebauer, O. p. 38
12 J0seph, G. G. 116
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Resolvendo as duas equacoes

d_ 1gnm n(jla&n+n(?ex laggn ng lam’- n’o
y 2&n mg 2§ tm 5y 2&n mEZeg n 4
Temse agui um método para gerar ternas pitagéricas de nimeros racionas, a partir de dois

ndmeros inteiros postivosmen comm > n.

A saber,
x=m?- n* y=2mn; d=m®+n?

Isto sugere que os babilbnios conheciam a relacdo Pitagdrica em consideravel generaidade
mais de 1000 anos antes de Pitagoras.™

As relagBes acima também foram usadas por Diofanto™.

N se sabe ainda porque o0 escriba escolheu especificamente as ternas pitagoéricas
encontradas na tabula Plimpton 322, mas fica claro, para varios estudiosos, que de estava
familiarizado com arelacdo pitagdrica e conhecia um método para gerar ternas pitagoricas.

Vejo na discusséo do contetdo da tabula Plimpton 322 a possibilidade dos alunos-
professor es exer citarem sua habilidade deidentificar idéias matematicas de outras épocas nos
trabalhos matematicos daquele momento.

Weil** afirma que* Para conhecer a matemética de um determinado periodo da histéria
€ importante ter um conhecimento que vai além do tépico mais aparente.”

Assim, a busca do entendimento de um determinado assunto em um determinado
momento historico e emum grupo social propicia umambiente onde a busca de conhecimentos
novos e a utilizagdo de conhecimentos ja adquiridos se torna natural, e isso faz com que o0s

alunos, auxiliados pelo professor, avancem no seu conhecimento matematico.

Para que o professor-aluno se prepare para propiciar esta caminhada a seusalunosé
importante que ele vivencie esse processo durante sua formacao.

Além da tabda encontrada no texto cuneiforme Pimpton 322, vaios problemas
encontrados em diversas tébulas da Antiga Babilénia, da mesma época, tornam explicito o uso
do Teorema de Pitdgoras e confirmam que este Teorema era bem conhecido pelos

mateméticos da época e que ees o utilizavam na solucdo de problemas geométricos. 1sto néo

13 Tian-Se, A. p. 255
14 yvan der Waerden, B. L. p. 15
SWell, H. p. 24
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dgnifica que encontramos na Antiga Babilbnia o aspecto geométrico do Teorema de

Pitégoras. Pararesolver estes problemas, os babil6nios utilizavam o agpecto computaciond.

Considero importante a discussdo desses problemas em um curso de formacéo de
professores com o objetivo de tornar o futuro professor familiarizado com diver sosmétodos
pararesolver problemas, discutir métodos al géebricos para resolucéo de problemas geométricos
e uma conexao entre solucdes de equacdes e sistemas de equacdes lineares e quadraticasea
geometria. E interessante discutir também a “forma” pedagdgica mm que a solucédo é
apresentada.

Segundo Swetz*®, os professor es est&o sempre a procura de problemas cujas solucbes
exijam a aplicagao de certos conceitos matematicos e técnicas cujo contelido demanda uma
certa quantidade de inter pretacéo e cuja apresentacdo pode estimular o interesse dosalunos.
Os problemas realmente bons sdo aquel es que possuem todas essas qualidades e, além disso,
déo origema outros problemas. sdo umincentivo para exploragdes matematicas e di scussoes
emsala de aula. Incur sdes historicas baseadas em problemas criados por nossos antepassados
enriquecem o trabalho em sala de aula.

Uma traducéo de uma tabula babilénica que esta preservado no museu briténico é mais

uma evidéncia de que os babil6nios estavam familiarizados:

4 € o comprimento e 5 a diagonal. Qual € a largura? Seu tamanho néo é conhecido.
4 vezes 4 € 16. 5 vezes 5 é 25. Vocé tira 16 de 25 e resta 9. O que eu devo considerar

vezes [ele mesmo] para obter 9? 3 vezes 3 €9, entdo, 3 éa largura.

Uma andise deste texto indica que, para determinar a largura b de um retdngulo de
comprimento a e diagond d, o escriba procede do seguinte modo:

= Cdcular &

= Cdoular

= Cdcular adiferencad?® — &;

= Encontrar um nimero b tal que b? = d? — &;
* Essenimerob éalargurg;

Isto significa que os nimeros a, b e d estdo relacionados pela equacio o = P + & que éa

relacéo pitagérica

16 Swetz, J. p. 201
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Um outro exemplo onde € evidente 0 uso deste Teorema pelos babilénios € encontrado na
tébula Tell Dhibayi daantiga Babilonia

Neste texto, que € acompanhado de um desenho geométrico Smples, encontramos o

problemal?:

Calcular os lados de um retangulo, dado o comprimento da diagonal ¢ = 1;15 ea
area A= 0;45.

b

Figura2.2

Sgam a e b os lados do retangulo e ¢ 0 comprimento de sua diagond. A solucéo
encontrada na tabula e sua verificacdo podem ser descritas na linguagem atud do seguinte
modo:

1. Multiplicar aéreapor 2. Resultado 1;30
2A ;
2. Elevar ao quadrado a diagond. Resultado: 1;33,45
c
3. Subtrair do primeiro o segundo. Resultado: 0;3,45
c?—2A =(a- b)2;
Pelo Teorema de Pitégoras
c=a+b?
Asam,
c?-2A =& +b*—2ab = (a- b)?

4. Extrair araiz quadrada. Resultado: 0;15

Y Friberg, J. et al p. 306; O’ Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 4; Joseph, G. G. p. 120
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a- b=,/(a- b)? =/c?- 2A

5. Dividir o resultado anterior por 2. Resultado: 0;7,30
1 1 3 )
E(a‘ b):E'\/C - 2A;

6. Achar aquarta parte do vaor encontrado no item 3. Resultado: 0;0,56,15

2

1 2 _
4@ b7 = ) _Z(c2 2A);

g—(
7. Somar a &rea. Resultado: 0;45,56,15

%1 .2
e ) =g

8. Achar araz quadrada. Resultado: 0;52,30

%(a+ b) = %\/cz +2A;

(a+ b)_ ——(c +2A);

9. Somar os vaores encontrados nos itens 5 e 8. Este € o comprimento a. Resultado: 1

1 1 1. N
a==(ath)+=(a- b)==6Jc?- 2A +i/c? +2A U
J(a+b)+>(a- b) =& Jer +2Al

10. Subtrair do vaor encontrado em 8 o encontrado em 5. Edta € a largura b. Resultado:
0,45

——(a+b)——(a b)== e\/c +2A -+ - 2Au

Portanto, o retdngulo procurado tem lados 1 e 0;45 eaterna (1, 0;45, 1;15) € pitagorica.

De acordo com Joseph,

Este exemplo resume a versatilidade da matemética babilonica. Ali existiu
um grupo de pessoas que pela primeira vez combinaram a aritmética, a
dgebra e ageometria, pararesolver problemas.'®

E importante em um cur so de formagao de professor es que o professor-aluno tenha a
oportunidade derefletir sobre o fato de que a matemética ndo é uma ciéncia formada de areas

disjuntas [é&lgebra, aritmética, geometria, analise] mas que, métodos desenvolvidos em um

18 Joseph, G. G. p. 120.
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campo, podem ser Uteisedevemser utilizados para resolver problemas de outro campo, eque o

aluno tem o direito de escolher o método com o qual se sinta mais a vontade para trabalhar.

Outro exemplo importante de ser mencionado € o encontrado na tébula YBC 7289
discutido no capitulo “O quadrado e o Circulo”. Ele contém o desenho de um quadrado de
lado 30, com as diagonais desenhadas e perto do centro estdo escritos os nimeros 1,24,51,10 e
42,25,35. A andlise mostra 0 uso do Teorema de Pitagoras para cacular a diagond de um
guadrado. De acordo com Neugebauer, este exemplo € prova suficiente de que o Teorema de
Pitagoras era conhecido mais de 1000 anos antes de Pitagoras® Além disso, este problema
mostra que os matematicos da Antiga Babilbnia também trabadhavam com aplicacbes do
Teorema de Pitdgoras no caso de tridngulos ndo racionais, i. e quando as solugdes do
problema envolviam caculos aproximados de raizes quadradas. Porém, de acordo com

Fribeg®, como regragera ees preferiam tratar com tridngul os retangul os de lados racionais.

Assm, para Fribeg ndo € de s edranhar que os mateméticos babilonios estivessem
familiarizados com certos tipos de problema® habilmente criados (interessados com relagtes
entre os lados de um trigngulo retdngulo) que conduzissem a resolucéo de equacles lineares
a0 invés de quadr@ticas, e, portanto, sempre sollveis em termos de nlimeros racionals para

valores racionais arbitrariamente dados.

Um outro problema interessante foi encontrado na Tébula Susa — ver capitulo 3. No
problema sdo dadas as medidas dos lados [50 e 50] e a base [60] de um tridngulo isdsceles e
pede-se para encontrar 0 raio do circulo que passa peos trés vértices do triangulo, i.e, o raio

do circulo circunscrito®.

O diagrama encontrado natébula é semelhante ao dafigura 2.3.

A\—D/c

Figura 2.3

19 Neugebauer, O. p. 36

20 Fribeg, J. et al p. 306

21 problemas andl ogos também aparecem na histéria da matemética chinesa.

22 O Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 3; Katz, V. p. 32; Bunt, L. N. H. et al p. 59
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Se a=AB eb = AC sdo as medidas dos lados e da base do tridngulo, h = AD é adturae
AO =réoraodo circulo circunscrito, o problema pode ser resolvido como segue:

* Pelo Teoremade Pitégoras,

2
& AcO +BD? = AR ® adBS +h? =
& 5 &2

= Por outro lado AO = OC =r [raio do circul Q]

AD?+BD*=AB’®

= Aplicando mais umavez o Teorema de Pitagoras ao trigngulo AOD temos:
é- -2
AO®>=AD?’+0D?*® AQ*= 8—AC +(BD OD)? ® r? 8_ +(h- r?

* Temos entdo um sistema de equagdes do segundo grau a umaincognita

I abo 2 2
—~- +h°=a

| &2

-I- @-2

I 2 0] 2

wrc=c—~ +(h-r

[ T&2p (h-1)

= Daprimeiraequacdo concluimaos que

= Subgtituindo o vaor de 2_ da primeira equacdo na segunda temos.

2
r’=a’-h?>+h*- 2hr+r’® 2hr=a’® r::—h

= Cujasolucéo foi encontrada resolvendo apenas uma equagéo linear.
= Paraa=50 eb =30 [dados do problema] encontramos

h=4/(50)*- (30)° =40 er _%_3125

= No sgema de numeracdo sexagesma temos que o circulo circunscrito tem rao r =
3;15.

Além do conhecimento do Teorema de Pitégoras, este exemplo mostra que os babilénios

estavam familiarizados com o faio de que, em um tridngulo isdsceles, a reta que liga o vértice
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a0 ponto médio da base € perpendicular a base (i.e.), e em um tridngulo isdsceles, a dtura e a
mediana relaivas a base coincidem.

Este problema, de acordo com Bunt??, também mostra que a matematica babilénica ndo

estava exclusivamente focalizada em aplicagbes. Este problemando € um problema prético.

7.2.1. A descoberta do Teorema de Pitagor as

Embora dguns estudiosos afirmem que nunca serd encontrada uma resposta definitiva para
a questdo de como os antigos matemédticos babilonios originmente descobriram o Teorema
de Pitagoras e seus métodos de congtruir ternas pitagoricas, vae a pena tentar identificar, pelo

menos, algum modo no qual o Teorema de Pitégoras possa ter sdo descoberto.

Friberg* afirma que, provavelmente, o Teorema de Fitégoras foi encontrado por acidente
pelos babilénios no decorrer de dguma investigacdo geométrica independente. Isto Sgnifica,
segundo €le, que nd devemos procurar uma prova do Teorema de Pitégoras, mas um

problema geométrico cuja solucdo tenha o Teorema como um corolario.

Apresento a seguir 0 processo que levou Friberg a identificar os possiveis tipos de
problemas geométricos que poderiam ter levado os babil6nios até o Teorema de Pitagoras.

O problema encontrado no texto IM 55357 de Tdl Harmall pode ser formulado do seguinte

modo?®:

Dados os lados do triangulo ABC e as éreas dos triangulos BAD, ADE, DEF e EFC,

como mostra a figura, calcule os comprimentos BD, DF, AE e AD.

Neste problema o tridngulo ABC de lados (1, 45, 1 15) é dividido em uma s&ie de outros
tridngulos por meios de segmentos dternadamente perpendiculares a diagona e lado do
trigngulo dado [Figura 2.4] e &ea (BAD) = 8,6, &ea (ADE) = 511,2,24, &ea (DEF) =
3,19;3,56,36 e &rea (CEF) = 5,53;53,39,50,20 s0 conhecidas.

23 Bunt, L. et al p. 62
24 Friberg, J. p. 314
25 Joseph, G. G. p. 123
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As trés primeras etgpas do agoritmo usado para resolver este problema podem ser

descritas da seguinte forma?®:
= Cdcular L

= Cdcula i' AB :E
AC AC

" ZE(éreaABD) =BD?
AC

Anaisando edtas etgpas que permitem cacular o lado BD do triangulo ADB, percebemos

gue os babilénios deviam conhecer 0s seguintes resultados:

= Seotrigngulo ABC é semehante ao trigngulo ABD, entéo AB :%;

= A &eadotridngulo ABD = %(BD’ AD)

Usando esses dois resultados temos:

2ﬁ(éreaABD) =28 Bp-aD =2 Bp  AD =(BD)’
AC AC AD

e BD ficaassm determinado.

De modo andogo os demas lados dos tridngulos que aparecem na figura ficam

determinados. A saber,

2

AC ,
2— ABD)=(AD
5 (érea )=(AD)

26 Joseph, G. G. p. 123; Fiberg, J. p. 311
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Para determinar os lados AE e ED do tridngulo ADE basta consderar a semelhanca dos
tridngulos ADC e ADE onde DC = BC — BD, e para determinar os lados DF e EF, a
semelhanca dos trigngulos DEC e DEF e os resultados EC = AC- AE e FC = BC — (BD +

DF).
Observe que a solucéo deste problema ndo utiliza o Teorema de Pitagoras.
Voltando agora a primeira parte da solucdo deste problema e chamando de a, b e ¢ os lados

do tridngulo ABC e u e v as projegdes ortogonais de AB e BC sobre a hipotenusa AC do

trigdngulo, [Figura 2.5] temos.

u Vv

A
\

c

Figura25

Do resultado sobre semel hanca utilizado no problema anterior temos:

o lo

D
o |oT
Il
<|=

u

h
" CZU+YV;

Podemos cacular aarea do tridngulo ABC de duas formas diferentes:

24rea(ABC) = ab = he

Asam,
2
2(4rea ABC) = hc® Eg_eﬁb—gvz
ag ag
2
2(4rea ABC) = ab = 22
a
Igualando as duas equagies,
,b bé b*u, b? ,

a’—=—gd+ —qv ® a’=v’+— Vv =v* +h?
a ag ay a
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Logo,
a.2 :VZ +h2
que € aformula do Teorema de Pitégoras aplicada ao tridngulo de lados a, v e h.

Frieberg?” sugere, a partir de um raciocinio andogo ao que acabo de apresentar, que 0S
babilénios podem ter descoberto o Teorema de Pitdgoras como conseqiiéncia do processo
utilizado por eles para resolver problemas semelhantes ao encontrado no texto IM 55357 de
Tdl Harmdl.

Considero que o estudo do Teorema de Pitagoras, em um curso de formacéo de
professores, deveria seiniciar comuma analise critica das evidéncias e consideragdes feitas
por historiadores da matematica comrelacao aos modos como este Teorema foi incorporado
ao conhecimento matematico daquela civilizagdo. A discussdo dos problemas aqui
apresentados e as opinides dos historiadores de como este Teorema podeter sido descoberto
levariam a uma discussao bastante interessante sobre varios temas da geometria elementar,
sobretécnicas der esolver problemase seriaum 6timo exercicio para o professor emformacao
gue a todo momento ter& que entender e analisar os modos como seus alunos resolvem o0s
problemas que |hes séo propostos.

7.3.Na antiga civilizacdo indiana

No capitulo 2 deste trabaho vimos que os contelidos geométricos do Subasutras podiam
ser colocados em trés categorias, sendo uma delas a dos Teoremas explicitamente colocados.
O Teorema de Pitgoras pertence a esta categoria e esta relacionado a quadrados sobre a
diagond e lados de um retangulo. G Thibaut mostra, em 1875, que os sacerdotes indianos
conheciam este Teorema.

7.3.1. O Teorema

E dtamente provave que o Teorema de Pitégoras fosse conhecido na india muito antes do
periodo dos Sulbasutras. Seu enunciado em termos de lados e diagonais de quadrados e
reténgulos € encontrado nos Sulbasutras de Baudhayana e Apastamba e o fato do teorema ser
enunciado em duas partes — primeiro para quadrados e depois para retangulos quaisquer —

talvez indique duas etapas na sua descoberta.

A versdo de Baudhayana® (1, 45)diz:

27 Friberg, J. p. 312
28 O Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 2; Joseph, G. G. p. 229
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A corda que se estica no sentido da diagonal de um quadrado produz uma érea de

tamanho ao dobro do quadrado original. [Figura 3.1]

Figura 3.1

Katyayana, no entanto, apresenta uma proposicdo mais gerd [Figura 3.2] que pode ser
escrita do seguinte modo:

Figura 3.2

A corda esticada ao longo do comprimento da diagonal de um retangulo produz
ambos uma area igual a obtida conjuntamente pelos lados horizontal e vertical.
[Figura 3.3]

Figura 3.3

Observe que, para os indianos, o Teorema de Pitagoras ndo é um Teorema sobre trigngulos

e 9m um Teorema sobre retangul os.
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De acordo com Amma?®, o enunciado deste teorema em sua forma mais gerd tadvez sga a
contribuicBo mais importante da Antiga india para o desenvolvimento da matemética. Para
ee o dgnificado geométrico do Teorema de Pitégoras talvez tenha acontecido primeiro entre

sacerdotes védicos na construcdo de atares.

7.3.2. A descoberta do Teorema

Existem agumas explicacbes de como o Teorema de Pitégoras pode ter sido descoberto
pelosindianos:
= Pela observagdo de que o quadrado sobre a diagona de um quadrado pode ser

dividido em quatro tridngulos, cada um deles de aea igua a metade da aea do

primeiro quadrado. [Figura 3.4]

Figura3.4

= Na constru¢do do atman que é um quadrado de 4 purushas de areas e € feito unindo 4
guadrados de uma purusha. [Figura 3.5]. Se tracarmos as diagonais dos quadrados
menores como na figura 3.5, formamos um quadrado que esté dividido em quatro
tridngulos de &ea meia purusha. Assm, o Teorema pode ter sdo descoberto pela
observacdo de que o0 quadrado sobre a diagona de um quadrado tem &ea igud a0

dobro da &rea desse quadrado.

29 Amma, S. T. A. p. 16
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Figura3.5

= O paitrky vedi é feito construindo um quadrado de duas purushas com estacas (as
quinas do Vedi) no ponto médio dos lados. O diagrama da construcéo é o mesmo da

Figura 3.5 e 0 Teorema seria descoberto a partir da construcéo deste dtar.

Para Amma e Katz, estes sGo 0s modos mais razoaveis de ter acontecido a descoberta do

Teorema®™ .

I dentificar as possiveis condic¢des que deram origem ao desenvolvimento histérico de
um assunto pode servir de ponto de partida para discutir-se condi¢bes que propiciem a
aprendizagem ou a introdug&o desse assunto nas aulas de matemética. E importante que o
professor em formacéao esteja sempre ampliando o conjunto das possiveisformasdetrabal har

um contetido matematico com seus alunos.

Quanto a descoberta do Teorema no caso gera, Thibaut apud Amma aceita a explicacéo de
gue os matemdticos antigos podem ter descoberto a terna pitagérica 3, 4, e 5 observando
através da congtrucéo de figuras utilizando seixos que 9 e 16 sdo quadrados e que os dois

somados da 25 que também é um quadrado.

Com relacdo a descoberta pelos indianos Thibaut, de acordo com Amma, considera que
eles devem ter desenhado quadrados sobre os lados e diagonais de um reténgulo dividindo-os
em unidades quadradas e encontrando a relacdo pela contagem das unidades. Burk e Datta,
também de acordo com Amma, sugerem que a descoberta do caso gerd esta relacionada ao
problema de aumentar a aea de um quadrado, problema este que aparece em Vé&ias
construcdes de atares da época védica.

Em um destes dtares sdo utilizados 225 + 64 = 289 tijolos que sdo arrumados para formar
um quadrado do seguinte modo:

= Um quadrado é congtruido com 256 tijolos.

30 Amma, S. T. A. p. 20; Katz, V. p.34.
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= Os 33 tijolos restantes sdo colocados em torno do quadrado construido.

Para Amma®, qualquer que tenha sido a necessidade desta orientacdo estranha, ja que os
289 tijolos podem sar arrumados em fileiras de 17 tijolos para formar o quadrado, isto deixa
cdaa a familiaridade dos indianos da época com a idéia de aumentar um quadrado
acrescentando aele um gnomon.

As descobertas de ternas pitagoricas através da ampliacéo de quadrados pelo acréscimo de

gnomons serianaturd.

7.3.3. Asternaspitagoricas

Vimos que os indianos védicos estavam familiarizados com ternas pitagéricas, ito €
nlmeros satisfazendo ardlacio & + b® = 2.

E interessante observar que desde antes de 1943 ja se tinha conhecimento de que 0s
Sulbasutras continham ternas pitagoricas. Além disso, agumeas das ternas |a encontradas, por
exemplo a (8,15,17) satisfazem a propriedade basica das ternas pitagéricas mas néo estéo
entre aquelas relacionadas aos pitagdricos — as Ultimas tém a propriedade de que, apds todos
os fatores comuns terem sido removidos, a diferenca entre os dois maiores nimercs € igud a

1.32

Devido a0 uso fregliente do Teorema de Pitagoras, encontramos nos Sulbasutras muitos

exemplos de ternas pitagéricas™:

* No Apastama Sulbasutra encontramos as ternas pitagéricas (15, 36, 39) e (3, 4, 5),
(5, 12, 13), (12, 15, 37);

= No Baudahayana Sulbasutra aterna (7, 24, 25);
= No Manava Qulbasutra (72, 96, 120), (40, 96, 104).

Além de ternas formadas por nimeros inteiros, des também se utilizavam de agumas que
continham ndmeros fracionarios, como por exemplo (24,6,64), (74,10,121) encontradas no

Manava Qulbasutra.

Ternas de nimeros ifracionais como (1, 1,4/2), (5+4/3, 124/3, 134/3), (1542, 364/2,

39«/5) também eram utilizadas para condruir trigngulos retdngulos.  Esses  nimeros

3 Amma, S.T.A.p.21
32 Seidenberg, A. p. 489
33 0’ Connor, J. J.; Robertson, E. F. p. 2
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provavelmente surgiram das exigéncias rituals necessarias a construcéo de atares, cujas aress
eram multiplos inteiros ou fragbes de outros dtares com a mesma forma. Por exemplo, as

dimensdes de um dtar soutramani (dtar com uma base triangular de lados (5«/5, 124/3e
13«/5)) se chegava partindo de um triangulo com dimensdes (5, 12 e 13), sendo a unidade de
medida a purusha (quase 25 m, ou a dtura de um homem com seus bragos esticados para
cima).

Exisem boas razbes para acreditar-se que os autores dos Sulbasutras estavam

familiarizados com mai's de um método que permitisse gerar ternas pitagéricas.* Asférmulas

= 2n*+2n, 2n+1, 2n*+2n+1 fornecem trigngulos cuja hipotenusa excede o lado
menor em uma unidade.

= O méodo do Katyayana para construir um quadrado igual em area a soma das éreas
de qualquer nimero de quadrados de lados iguais a a — gpresentado no capitulo 3 —
fornece arelacéo

2
?Lloama gﬁ_ﬂoa

gue permite gerar ternas Pitagoras do tipo

&y na, 1l

e ternas pitagoricas de nimeros racionais

an’-1 m?+1 6
c a, ma, :
g 2 2 g

para m um numeo intedro e a um ndmero reciond, 0 que permite condruir trigngulos

reténgul os ou retangulos cuja diferenca entre o lado maior e adiagona éigud aa.

34 Friberg, J. p. 309



288

2 Figura 3.6

-1 n+1¢ .
Quando a = 1 temos as ternas ?T Jn , —2 e obtemos as ternas de nldmeros

2

.. am*-1 m>+16 . . .
racionas ¢ m, ~cujadiferenca entre a hipotenusa e o lado maior € 1.
e

(]

Para a = 2, temos (n- 1, /4n, n+1) e (mz-l, 2m, m2+1) permitindo congtruir um

retdngulo onde a diferenca entre 0 lado maior e adiagona € 2.

7.3.4. As Aplicacdes

Encontramos nos Sulbasutras quinze congtrugbes que Uutilizam o Teorema de Pitégoras.
Entre elas a duplicacdo de quadrados, construcéo de quadrados de area igual a soma de dois
quadrados dados, construcdo de angulos retos. Algumas ja foram discutidas nos capitulos
anteriores deste trabal ho e outras seréo discutidas a seguir.

Um método para congtruir angulos retos que usa o Teorema de Pitégoras € apresentado da

seguinte forma:

As extremidades de uma corda de oito unidades de comprimento sdo atadas a duas estacas
fincadas na terra nos pontos A e B separadas por quatro unidades [Figura 3.7]. Uma outra
marca € feita em um terceiro ponto, a 3 unidades de uma das extremidades da corda, digamos
o ponto B. A corda é levantada neste ponto e edticada aé que a marca toque a terra em C,

depois do que o angulo reto ABC é produzido.®

35 Seidenberg, A. p. 490
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A B

Figura 3.7

O fato do angulo ABC ser reto em B é uma conseqiiéncia imediata da reciproca do
Teorema de Pitagoras e poderia ser um momento adequado para demonstrar e discutir esse

Teorema.
Reciproca do Teorema de Pitagoras:

Se emum tridngulo ABC, temos AB” + BC?= AC”ent&o, o triangulo ABC éretangulo
emB.

Métodos para congtruir angulos retos, sem utilizar o Teorema de Pitdgoras, também sio

descritos nos Sulbasutras como vimos aguns exemplos no capitulo 2 deste texto.

Os Sulbasutras exibem uma completa familiaridade com as propriedades de triangulos

retangulos.

O sutra seguinte aquele que enuncia o Teorema de Pitdgoras no Baudayana Sulbasutra
pede para

Construir um retangulo com o lado do quadrado como largura e a diagonal como

comprimento.
Ent&o,

a diagona daguele retangulo € o lado de um quadrado cuja &ea é trés vezes a &ea do
quadrado.

Esse resultado € uma conseqliéncia imediata do Teorema de Pitagoras e nos faz

lembrar a construcéo geométrica, que encontramos em alguns textos de geometria, da «/ﬁ com
n inteiro positivo.

Um outro problema de construgéo, encontrado no Apastamba Sulbasutra, [Figura 3.8] pede
para
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Figura 3.8

Construir um quadrado igual a diferenca de dois quadrados dados.
O método®® de construcdo pode ser descrito como segue:
= Sgam ABCD e PQRS os quadrados de ladosae b com a> b;

= Marcar um ponto K sobre AB tal que AK = b [Figura 3.9]

D ..... L C
o < .
M =
P
A K B Figura39

Congtruir uma perpendicular a AB passando por K;

Esta perpendicular interceptao lado DC em K;;

O circulo de centroK eraio KL intercepta AD em M;

O quadrado de lado AM tem &rea igud a diferenca entre as éreas dos quadrados de

ladosa e b.
Defato,
Pelo Teorema de Pitégoras,
AM?+AK?=KM?® AM? =KL?- AK’® AM? =& - b’

Mas AM? é a &rea do quadrado de lado AM e, sendo assim, o quadrado de lado AM tem

areaigua adiferenca das &reas dos quadrados de lados a e b.

De acordo com Amma®” a explicagdo AM? =KM? - AK?¢ dada pelo proprio Apastamba

no préximo sutra.

%6 Katz, V. p. 42, Amma, S. T. A. p. 45
37 Amma, S. T. A. p.46
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O Teorema de Pitagoras também é aplicado na construcéo:

* deum quadrado, igua em &rea, adois quadrados desiguais,

de um quadrado de arealigua a de um reténgulo dado.

de um quadrado cuja &ea € n vezes a &ea de um quadrado dado;

da soma e diferenca de dois quadrados ;

do adtar smasana que € um trapézio isdsceles.

De acordo com Jones™, pesquisas em ciéncia cognitiva tornamclaro que pessoas com
conhecimentos especificos tém modos mai s el abor ados de armazenar ereceber informacoes;
gue a armazenagem erecuperacdo de informagdes envolvemfazer mais e mais conexdesentre
os conhecimentos novos, a informacéo e os conhecimentosja adquiridos, e que a escolha de

caminhos que levam & aquisi¢ao de um novo conhecimento depende de experiénciasanteriores.

Acredito que colocar os professores-alunos em contato com diferentes ambientes
sociais emque um deter minado conhecimento geométrico foi utilizado e com diferentesformas
de aplica-lo, seria a oportunidade de atrair sua atencao para o paralelo entre histéria e o
processo ensino-aprendizagem descrito por Jones. Essa discussio podevir acontribuir paraa
tomada de consciéncia da importancia de reconhecer os contextos individuais nos quais 0s
estudantes operam e, portanto, da individualidade do processo de aprendizagem, e de que
métodos pedagdgicos que ndo levam em conta esses processos individuais podem inibir a
aprendizagem dos alunos.

7.4.Na antiga civilizacédo chinesa

Na China o estudo de trigngulos reténgulos teve um impacto consderavel sobre a
matemdtica O uso de tridngulos retdngulos e de sua teoria estavam na base da anitiga
adronomia e agrimensura e edas duas ciéncias eram essencias para 0 funcionamento do
Império Chinés.

De acordo com Horng®*, o Teorema de Pitégoras na China estava relacionado ao
problema de determinar o terceiro lado de um triangulo reténgulo conhecendo os outros dois
lados. Este problema é conhecido na China como problema Gou gu* e é por isto que o

Teorema de Pitégoras também é conhecido como Teorema Gou gul.

38 Jones, C.V.p. 6

% Horng, W. S. p. 259

40 As palavras gou e gu significam literalmente 0 menor e o maior cateto de um triangulo retangulo. Horng, W.
S.p. 259



292
7.4.1. O Teorema

Na China, a rdacdo Pitagodrica foi registrada no Chou-pi suan-ching [Figura 4.1]. O livro
tem uma discussio sobre a reacdo Pitagorica e termina com a dirmagdo de que o
conhecimento de ta Teorema foi de uma forma gerd aplicado por YU, o padroeiro dos

engenheiros hidraulicos, em seu trabalho sobre controle de &gua, irrigacdo e conservacdo.

Primeira pagina do Chou-pi

Figura4.l

O capitulo IX do Jiuzhang suanshu, intitulado Gou Gu, € sobre trigngulos reténgulos e
contém inicidmente 16 problemas que podem ser resolvidos por meio do Teorema de
Pitigoras e semdhanca de trigngulos retangulos. Liu Hui, em sua revisdo do Jiuzhang
suanshu, estendeu esta colegdo incluindo nove problemas envolvendo problemas complexos
da agrimensura®® Por causa de sua utilidade e importancia, estes nove problemas foram
compilados em um trabadho separado, Haido suanjing [manud matematico ilhas maritimes]
que é considerado hoje um trabalho cléssico sobre a teoria dos tridngulos retangulos.*®

Mikami** apresenta trés enunciados do Teorema de Pitigoras encontrados no Jiuzhnag
suanshu. A saber,

Eleve ao quadrado o primeiro lado e o segundo e some; entdo a raiz quadrada [da

soma] € a hipotenusa.

Quando o quadrado do segundo lado € subtraido do quadrado da hipotenusa, a raiz

quadrada da diferenca € o primeiro lado.

I Tian-Se, A. p. 255

42 Seiendeberg, A. p. 108; Mikami, Y. p. 21
3 Swetz, F. J. p. 85

4 Mikami, Y. p. 21
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Quando o quadrado do primeiro lado € subtraido do quadrado da hipotenusa, a raiz

quadrada da diferenca € o segundo lado.

7.4.2. As Demonstracoes

De acordo com Tian-Se*, Morris Cantor sugere que a prova mais antiga do Teorema de
Pitdgoras foi derivada da figura na qua os quatro triangulos inferiores juntos S0 iguals aos

quatro superiores [Figura4.2]

Figura4.2

A sugestdo de Cantor € andoga a dada por Hsli Ch'un-fang, que afirma que a prova mais
antiga dada pelos chineses deve ter sdo inspirada peo modo de colocar tijolos quadrados

sobre 0 solo, como mostra o diagramada Figura 4.3.

/

/

/

Figura4.3

4 Tian-Se, A. p. 257
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A demondracd do Teorema de Pitdgoras no caso especid de um tridngulo retangulo

isOsceles segue das duas figuras.

Exempl os como este da histéria da matematica chinesa podem ajudar a percepcgéo da
importancia das intuicdes geométricas e da evidéncia sensorial proveniente das figuras
geométricas como instrumentos importantes no processo de ensino-aprendizagem da
geometria, resgatando o valor instrumental que as f iguras possuem no processo demonstrativo.
Umvalor, segundo Visokol ski*®, significativo devido & intervenco apenas das propriedades
gue sdo necessarias na demonstracao. Tudo o que seresgata do caso particular € um pequeno
conjunto de propriedades absolutamente indispensaveis para serem utilizadas na

demonstracéo.
O Chou Pel Suan Ching traz um diagrama com o qua € possivel demonstrar 0 Teorema de
Pitégoras [Figura 4.4]. Segundo Martzloff*” “Esta € uma das mais antiges figuras chinesas que

chegou até nossa época e €, sem divida, amais famosa’.

Figura 4.4.

Embora a demonstracdo sga feita gpenas no caso do tridngulo (3 , 4, 5) a idéa da

demonstracdo é geral, como veremos a seguir®.

Para achar a hipotenusa [hisien], Chao Chiin-ch'ing usa o diagrama dafigura4.4 e airma

Multiplique o Gou [lado menor] e o Gu [lado maior] por seus proprios valores e

some. Extraia a raiz quadrada do resultado obtido: da o hsien.

Mais adiante, ele fornece a seguinte explicacdo: o produto do gou (a) pelo gu (b) é a area
do reténgulo de lados a e b que é duas vezes a aea do trigngulo reténgulo (lilaz). Portanto,

4% /isokolskis, S. p. 152
47 Martzloff, JC p.298
8 Qwetz, F. p. 13; van der Waerden, p. 41
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somando a aea dos quatro tridngulos reténgulos a do quadrado pequeno no centro (Marrom),
obtém-se a &rea do quadrado sobre adiagond [Figura 4.5].

Isto &,

=42+ (b- &) =2+ (i - 28+ ) =at+ b7

e 0 Teorema de Pitégoras fica demonstrado.

Figura4.5

Segundo van der Waerder™®, o autor da demonstracgo conhecia aidentidade
(a+b)? =a’ +2ab+ b’
Por outro lado, se

= arrumamos os 4 triangulos conforme a figura 4.6;

b-a
A
Ib-a
b
a
A 4
b a
Figura 4.6

49 yan der Waerden, B. L. p. 41
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= cortamosao longo da linha pontilhada e re-arrumamosas pegas conformeafigura
4.6 temos que quatro trianguloslilazes e o quadrado marrompodem ser recortadose

re-arrumados de modo a formarem um quadrado de lado a e outro de lado b.

Portanto,
c’=a+b’
pode ter sido encontrada sem que o autor conhecesse a identidade

(a+b)? =a® +2ab+ b’

a b-a

Figura4.7

E interessante notar que uma prova semehante do Teorema foi dada muito tempo depois
naindiapor Baskarall (1150 d.C.).

Em um curso de formacgé&o de professores, a demonstracdo do Teorema de Pitagoras
utilizando o diagrama encontrado no Chou Pi Suan Ching poderia ser iniciada apresentando
aos alunos a traduc&o de Needham, encontrada no trabalho de van der Waerden™ , para a

demonstragdo dada no Chou Pi Suan Ching:

Corteumretangulo [ diagonal mente] efacaalargura3 e o comprimento 4. Adiagonal
entreas[duas] extremidades sera 5. Agora, apéds desenhar um quadrado sobre esta diagonal,
circunscreva a ele meios retangulos como aquele que foi deixado, formando uma placa
[quadrada] . Entéo, os quatro meio-retangulosexternosdelargura 3, comprimento 4 e diagonal
5juntosformamdoisretangulos[ de &rea 24] ; entdo, quando € subtraido da placa quadrada de

area 49 o resto tem area 25.

No comentario do capitulo IX do Juzhang Suanshu , Liu Hui também goresenta uma
demongtracdo do Teorema de Pitédgoras. O diagrama origina de Liu Hui esta perdido desde o

°0 yvan der Waerden, p. 42
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sculo X, mas a recongtrucéo [Figura 4.8] feta pedo maemdtico Gu Guanguang guda a

entender como a demonstraco foi feita™.

Figura 4.8

Observe que a figura [reproduzida no diagrama da figura 4.9] mostra que os trés quadrados

dafigura4.8 tém ladosiguais aos lados a, b e ¢ do tridgngulo retangulo [verde].

Figura4.9

O quadrado de lado a é chamado na figura chinesa de azul e o de lado b de vermeho
porque a eles correspondem pegas desta cor.

Na construcdo inicial, o quadrado sobre a hipotenusa ja esta parciadmente coberto por parte

dos quadrados azul e vermelho.

> Horng, W. S. p. 260
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Para provar que os dois quadrados [azul e vermelho] cobrem completa e exatamente o
quadrado sobre a hipotenusa, é suficiente mover as partes que estéo fora deste quadrado para
dentro dele conforme figura 4.10.

Figura 4.10

Isto prova que
c? =a’ + b’
E possivel provar, usando propriedades de paralelismo ede congruéncia detriangul os,
que asfiguras removidas se encaixam compl etamente nos locaisindicados. E importante, em

um curso de formacgdo de professores levantar esta questdo e discuti-la a partir do
conhecimento que os alunos tém da geometria euclidiana .

Conhecer osdiversostipos deinvestigagao distintos do model o demonstr ati vo-dedutivo
grego utilizados por matematicos para resolverem os problemas com os quais tenham se
confrontado, traz a discusséo sobre aimportancia de uma atitude mais aberta comrelacéo a
multiplicidade de formas de pensamento e de maneiras distintas de explicar a veracidade de
certas afirmagdes, abertura essa que, traduzida para o contexto da sala de aula, seria
altamente benéfica ao desenvol vimento do pensamento matematico dos alunos desses futuros
professores de matematica em formagéo.

7.5.Na antiga civilizacao egipcia

Vé&ios edudiosos afirmam que ndo exise evidéncia de que o0s egipcios edtivessem
familiarizados sequer com os casos especiais do Teorema de Pitégoras. Por outro lado,

* Segundo TiatSe*?, na explicacdo do método egipcio empregado na composicdo de

seus templos, Morris Cantor observa que ees estavam familiarizados com a razéo

3:4:5 dos tridngulos retdngulos por volta de 2000 a.C. Porém, edta visdo ndo é

%2 Tian-Se, A. p. 254
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apoiada por Heath?®, porque €e ndo acha nenhuma evidéncia na matemética egipcia
para sustentar tal teoria.

= Van der Waerde™* sugere que os egipcios tdvez tivessem agum conhecimento de
ternes pitagdricas e sua judificativa®™ para levantar esta hip6tese bassia-se no

primeiro problema encontrado no papiro Berlin 6619:

Um quadrado e um segundo quadrado, cujo lado é a metade e um quarto daquele do
primeiro, tém juntos area 100. Mostre como calcular isto.

Se denotarmos os lados desconhecidos do primelro e segundo quadrados por X e y

respectivamente temos.

i
|
I
L x? +y? =100 =10
A s0lucgo do problema contém o seguinte procedimento escrito nalinguagem atud:
= Tomar araiz quadrada do nimero dado 100. Resultado: 10;
= Obter terna pitagérica (8, 6, 10).

Observe que esta terna pode ser obtida multiplicando os elementos da terna pitagérica (3,
4, 5) por 2.

Gerdes*® tem certeza de que os egipcios antigos conheciam as chamadas ternas pitagoricas.
Uma das evidéncias apresentadas por €le € o problema encontrado no papiro Berlin 6619.

Além disso, Gerdes levanta a seguinte questéo:

Existirdo outras fontes de informacdo diferentes de textos escritos que
podem atestar que o Teorema de Pitégoras era conhecido no antigo Egito, ou
até sugerir em que contexto podia ter sido descoberto?

Para responder a esta questéo ele andisa os padrbes de espirais que sdo encontrados na

culturaegipcia

Segundo Gerdes, a espiral conditui um dos éementos mas importantes na decoracéo
egipcia Desde a 5a Dinadtia (2498 — 2345 a.C.) ela aparece como ornamento isolado em
superficies pequenas, como por exemplo escaravelhoss7 [Figura 5.1]

>3 Heath. p.

54 van der Waerden, B. L. p. 16
% Gerdes, P. p. 6

%6 Gerdes, P. p. 6



Figura5.1.

Segundo Gerdes*® os padrBes mais smples de espirais mostram-nas na forma de um S ou
em linhas continuas de espirais duplas colocadas lado a lado. Muito mais complexo é o
padréo quédruplo de espirais, que congtitui a “verdadeira solucdo bi-dimensond do problema
da ornamentacdo de superficies’ e, normamente, rosetas ou flores de 16tus eram usadas para

preencher os quadrados vazios entre as espirais [Figura 5.2].

Figura5.2

Descrevo a seguir 0 método sugerido por Gerdes, em seu trabaho “O Pitagoras Africano’
para a construcdo de um padréo quédruplo de espirais que poderia ter sSido utilizado pelos
artesaos,

= Tracar umagrade, composta por quadrados A e B; [Figura5.3]

" Gerdes, P.PA p. 7
%8 Gerdes, P.PA p.8e9
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D quadrado A

quadrado B

quadrado C

Figura5.3

Marcar o centro desses quadrados;

Ou alternativamente, cobrir a grade quadrada ja desenhada com quadrados do tipo A
e B [Figura 5.3] Essa construcéo é fé&cil de fazer quando os comprimentos a e b dos

quadrados A’ e B’ sBo mltiplos inteiros do quadrado unitério;
Os centros dos quadrados A geram uma rede de novos quadrados;
Segjac o lado desse novo quadrado C;

Do mesmo modo, os centros dos quadrados B’ geram também uma rede de

guadrados novos, congruentes com C;

Que relacéo existe entre as areas dos quadrados A, B e C?

Congdere afigura’5.4 que foi extraidadafigura 5.3

P

L~
\

Figura5.4.

Observe que a &ea do quadrado C [verde] pode ser calculada como a soma das seguintes

aress.



» Parte do quadrado azul [B] que éinterior aC;

» Partes dos quatro quadrados vermelhos [A] também interiores a C que possuem

amesma area.

De fato, as retas perpendiculares que passam pelos centros dos quadrados vermelhos
dividem, cada um desses quadrados, em 4 regides de mesma &ea. Como os 4 quadrados
vermehos so iguas, todas as partes, independente de a que quadrado pertencem, tém a

mesma area.

» Quatro tridngulos congruentes, exteriores aos quadrados A e B, mas congruentes

aos quatro tridngul os formados pelas partes do quadrado B externasa C.
Asam,
AreadeC = 4% (4reade A) + Areade B = Areade A + Areade B
?=a +b?
gue é o Teorema de Pitagoras.

A trandacdo do quadrado C para a posicéo ilustrada na figura 5.6 mostra que este quadrado
€ igud a0 quadrado congtruido sobre a diagona de um tridngulo reténgulo de lados a e b. Isto

demongtra o Teorema de Pitégoras.

Figura5.5.

A Figura 5.5 também sugere um outro modo de demonstrar o Teorema de Pitégoras:
A &eado quadrado C [verde] éigua a somadas areas das seguintes figuras.
» Partes dos quadrados A e B sdo interiores ao quadrado C,;

» As partes interiores dos quadrados A e B que sio exteriores a C — dois trigngulos
gque compdem o quadrado B e um tridngulo que compde o quadrado A — séo

congruentes aos dois tridngul os internos e aos trés triangulos internos a C.



Logo,
Areado quadrado C = é&reado quadrado A + &reado quadrado B.
Ou sgja,
=g+ p?
Baseando-se no fato de que, durante um periodo de mais de mil anos, artesios egipcios
congtruiram quadrados, cujas &eas sB0 iguais a soma das &eas de dois quadrados dados,

Gerdes sugere que, durante esse longo, periodo, pelo menos aguns artesdos ou observadores

do seu traba ho perceberam que
area do quadrado A + &reado quadrado B = &rea do quadrado C.

Por esta razdo, embora anda nd&o tenham ddo encontradas fontes escritas que o

demonstrem, € provavel que o Teorema de Pitégoras fosse conhecido no Antigo Egito.

Além disso, Gerdes sugere que, a patir do fato de que o padréo quadruplo de espirais
também pode ser congruido sobre uma grade formada por paradelogramos, os artesfos
egipcios sabiam — pelo menos implicitamente — como congruir um paraéogramo igud em
area a dois paraeogramos semehantes ao primeiro e podiam ter conjecturado a extensio do
Teorema de Pitégoras para pardelogramos [Figura 5.6] A patir desta extensdo, é possivel
chegar a generalizacdo dada por Pappus, de Alexandria (Egito c. 300 d.C.).

Iz

Figura5.6.

Assm, podemos concluir que a grade subjacente ao padrdo quédruplo de espirais egipcio
composto pelos quadrados A e B pode servir de ponto de partida para a descoberta e

demonstracdo do Teorema de Pitagoras e do Teorema de Pappus.

A andlise de Gerdes de que € possivel chegar, na cultura egipcia, a descoberta do
Teorema de Pitagor as através de padrdes quadruplos de simetria, leva-o a considerar ousode
padrdes dest etipo entre outros povos africanos como um material rico para o estudo do

Teorema de Pitagoras.
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Vimos no capitulo anterior a presenca de simetrias rotacionais de 90° e, portanto, de
padr&es quadruplos de simetrias na arte indigena. Desta forma, considero que a identificagéo
de padrbes quadruplos de simetrias que possam ser utilizados no estudo do Teorema de
Pitagorasa partir dos desenhos e pinturas dosindigenas brasileiros, emum curso de formacéao
de professores, enriqueceria o estudo deste Teorema, o estudo das simetriase propiciariao
desenvol vimento de atitudes favor avei s a uma maior integracéo dos diver sos povos que fazem

parte de nossa nagéao.
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